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1 Liste des développements

1.1 Sous groupes compacts de GL(E)

Théoréme 1.1. L’ENONCE A DEMONTRER E est un R-ev de dimension n. Soit G un sous groupe compact de
GL(E). Alors il existe un produit scalaire (.|.)¢ sur E, de forme quadratique q¢ tel que G C O(qq).

e Si on suppose G fini, la réponse est évidente, il suffit de considérer :

V(z,y) € B2, (z.9)a ‘G|Z

geG

e Construction d’un point fize pour v € G': Si on suppose que ’on dispose d'un compact convexe non vide
K C E tel que pour un v € G fixé, on ait v(K) C K, on va construire un point fixe pour v. En effet, on
prend xp € K et un considere la suite:

k

% 3" v (o)

i=0
o Construction d’une norme strictement conveze stable par G : On définit :

Vo € B,N®(z) = max|g ()| (1)

e Construction d’un point fixe pour G : Cette fois ci, on suppose que 'on dispose d’'un compact K stable
par tous les éléments de G. Pour u € G, on note F,, = {z € E, u(z) = x}. Comme K est compact et les
F, fermé, 11 suffit donc de montrer que pour toute famille finie {F,, }}_,, on a (}_, Fy, # 0. Pour ce
faire, on construit v = % ZZ=1 ug, qui vérifie v(K) C K. Reste & montrer que le point fixe a de v est un
point fixe commun des uy, ce qui provient de la stricte convexité de la norme NC.

e Une opération linéaire de G sur S,,: On note S,, 'espace vectoriel des matrices symétriques, et S} le
cone convexe des matrices symétriques définies positives. On note * la loi symétrisée sur G, i.e. définie
par Y(g1,92) € G2, g1 * g2 = gog1. On peut définir une action de (G,*) sur S,, par via la formule Vg €
G,VS € 8, 9S =tgSg, ce qui correspond 4 la donnée du morphisme :

p: (Gx) — GL(S,)
g—plg) avec p(g)(S) ="gSg

On vérifie que ceci définit bien une action, ie p(g1 * g2) = p(g1)p(g2) et p(Id) = Id. De plus, cette action
est linéaire.



e Construction de {.|.)¢: On note G = p(G) C GL(S,), qui est compact comme image continue de G
compact par p continue (car polynomiale). Soit alors S = {'gg, g € G}, compact comme image de G
par g — Ygg continue car polynomiale, et est inclus dans S, par construction (les éléments de G sont
inversibles). On note K ’enveloppe convexe de S, qui est & son tour compacte, d’apres le théoreme de
Carathéodory, et incluse dans ST qui est convexe. On remarque que, comme P'action de G est linéaire,
comme S est stable par l'action de G, K l'est aussi, ce qui veut dire que K est stable par G, qui est
un sous groupe de GL(S,,). D’aprés ’étude menée aux paragraphes précédents, on peut donc trouver un
élément S € K C ST fixe par tous les éléments de G, ce qui signifie Vg € G, p(g)(S) = 'gSg = S i.e.
G C O(gs), ou gg est le produit scalaire euclidien défini par S.

Référence : [Ale99, p.141]
Utilisation : (***4) (**,1) (*,0)
Mots clefs: compacité, point fixe, convexité, actions de groupe.

106| | Groupe linéaire d’un espace vectoriel de dimension finie E, sous-groupes de GL(E). Applications. Hoxx
125| | Endomorphismes remarquables d’un espace vectoriel euclidien de dimension finie. HAK
129| | Barycentres dans un espace affine réel de dimension finie ; convexité. Applications. HAk
144 | Utilisation des groupes en géométrie. ook
101| | Groupe opérant sur un ensemble. Exemples et applications. ok

1.2 Sous groupes compacts de GL(E), utilisation des ellipsoides de volume mini-

mal

Référence: [Ale99, p.141]

Utilisation : (*** 1) (**,1) (*,1)

Mots clefs : compacité, point fixe, convexité, extremum, déterminant, volume.
121| | Déterminant. Applications. HoAK
106| | Groupe linéaire d’un espace vectoriel de dimension finie E, sous-groupes de GL(E). Applications. *x
129| | Barycentres dans un espace affine réel de dimension finie ; convexité. Applications. *

1.3 Théoreme de Brauer

Référence: [Fer(1l, p.0 (poly)]

Utilisation : (***3) (**5) (*)1)

Mots clefs : groupe de permutations, matrices semblables, actions de groupe.
105| | Groupe des permutations d’un ensemble fini. Applications. HAk
119| | Matrices équivalentes. Matrices semblables. Applications. Hoxx
141| | Polynémes d’endomorphismes. Applications. HoAK
101| | Groupe opérant sur un ensemble. Exemples et applications. *x
104] | Groupes finis. Exemples et applications. *k
106| | Groupe linéaire d’un espace vectoriel de dimension finie E, sous-groupes de GL(E). Applications. ok
114| | Groupe des nombres complexes de module 1. Applications. *x

*F

121| | Déterminant. Applications.

100| | Méthodes combinatoires, probléemes de dénombrement. Séries génératrices.

1.4 Représentation linéaire des groupes finis

Définition 1.1. REPRESENTATION LINEAIRE Soit V un C-espace vectoriel de dimension finie n. Une repré-
sentation linéaire d'un groupe G dans V est la donnée d’un morphisme p : G — GL(V). Ceci correspond a la
donnée d'une action de groupe linéaire de G sur V, en notant V(g,v) € G x V, g.v = p(g)(v). On dit aussi que
V est un G-module.




Exemple 1.2. Voici les exemples fondamentaux de représentations linéaires :

e La représentation triviale, définie par Vs € G, p(s) = Idy.

e La représentation réguliére: on se donne un espace vectoriel de dimension |G| et on considére une base
que l'on indice par les éléments de G, i.e. B = {ej}nheq. Pour s € G, on définit alors p(s) € GL(V) par
p(s)(en) = egn, ce qui correspond & une permutation des coordonnées.

o La représentation somme : pour deux représentations p' et p? respectivement sur V et W, on définit une
représentation p' @ p? sur V@ W par la formule:

V(o) €V x W, o' & p2(g) (v +w) = p' (v) + p2(w)

o La représentation produit : pour deux représentations p' et p? respectivement sur V et W, on définit une
représentation p ® p? notée aussi pygw sur L(V,W) (espace des applications linéaires de V' dans W) par
la formule :

VfeLWVW), pvaw(9)(f) =p*(g) o fop (g™

e Une action sur les polynomes: si G est un sous-groupe fini de GL,(C), on définit une action linéaire de
G sur C[X7,...,X,] en notant, pour A = (a; ;) € G, p(A)(P) le polyndéme obtenu par la substitution de
X; par 377, a; jX;. On note symboliquement p(A)(P)(X) = P(A.X).

Définition 1.3. REPRESENTATIONS ISOMORPHES Deux représentations p et p’ d’un méme groupe G respecti-
vement sur V' et V' sont dite isomorphes si il existe un isomorphisme 7 : V' — V' tel que Vs € G, 7p(s) = p/(s)7,
ce qui permet d’identifier les deux représentations.

Définition 1.4. SOUS REPRESENTATIONS Si une représentation p de G sur V admet un sous espace vectoriel
W C V stable par tous les p(s) € GL(V), elle induit une sous représentation p"V sur W.

Définition 1.5. REPRESENTATIONS IRREDUCTIBLES Une représentation est dite irréductible si elle n’admet
pas de sous représentation stricte.

Proposition 1.2. REPRESENTATION UNITAIRE Toute représentation est isomorphe a une représentation uni-
taire.

Démonstration. On peut supposer V muni d’un produit hermitien (.,.). Quitte a remplacer ce produit (z,y) par
> scc (p(s)x,p(s)y), on peut supposer ce produit invariant par I’action de G. Donc dans une base orthonormale
pour (.,.), les matrices des p(s) sont unitaires. O

Corollaire 1.3. Une représentation p sur V est réductible si elle peut s’écrire comme somme V. =W & W0 de
deux représentations non triviales.

Démonstration. Quitte a faire un changement de base, on peut supposer la représentation unitaire. Si la représen-
tation n’est pas irréductible, elle admet un sous-espace globalement stable W, et en prenant un supplémentaire
orthogonal WY, ce dernier est aussi stable, car les matrices des p(s) sont unitaires. O

Remarque. Le corollaire précédent signifie que les matrices des p(s) sont diagonales par bloc dans une base bien
choisie, ce qui correspond bien a la représentation somme.

Proposition 1.4. Toute représentation peut s’écrire comme somme de représentations irréductibles.

Remarque. Cette écriture n’est bien sir pas unique, mais on va voir qu’elle est unique ”a isomorphisme pres”,
au sens que si W =Wy @ ... ® W,., le nombre de fois qu'une représentation irréductible U est isomorphe & un
W, est fixé.

Définition 1.6. SOUS-REPRESENTATION INVARIANTE Soit p une représentation sur V. On note V& le sous-
espace des vecteurs invariants , i.e. VS = {v € V; Vs € G, p(s)(v) := s.v = v}. C’est une sous représentation
de V.



Définition 1.7. OPERATEURS D’ENTRELACEMENT Dans le cas de la représentation produit pygw sur L(V,IW)
de deux représentations p! et p? respectivement sur V et W, on note Homg(V,W) := L(V,IW)% I'espace des
invariants. On nomme ses éléments des opérateurs d’entrelacement ou des G-morphismes .

Remarque. Dire que f € L(V,WW) est un opérateur d’entrelacement correspond a ce que f vérifie Vs € G, fpl(s) =
p%(s)f, ie f fait commuter, pour tout s € G, le diagramme :

V#W

lpv(s) lﬂw(s)

14 _f, W
Si f est bijectif, ceci correspond au fait que f soit un isomorphisme de représentations, dans le cas général, on
parle de G-morphismes, ou d’opérateurs d’entrelacement.

Lemme 1.5. LEMME DE SCHUR Soient p* : G — GL(V) et p? : G — GL(W) deuz représentations irréductibles
d’un groupe G. Soit f € L(V,W) un opérateur d’entrelacement, ie f € Homg(V,W). Alors:

~ Si pb et p? ne sont pas isomorphes, f = 0.

~ Sinon, on peut supposer V=W, p' = p?, et alors f est une homothétie.

Démonstration. Si on suppose que f # 0, alors les hypothéses montrent que Vy = Ker(f) est stable par tous
les p'(s), et donc comme p! est irréductible, Vo = {0}. De méme Im(f) est stable par tous les p*(s), donc au
final, f est un isomorphisme et p' et p? sont isomorphes.

Dans le deuxieéme cas, comme on travail sur des C-espaces vectoriels, f a au moins une valeur propre A. En
posant ' = f — Ald, on voit que Ker(f') # {0}, et en appliquant la premiére partie de la démonstration, on a
f=0. O

Corollaire 1.6. On a donc: dimc(Homg(V,W)) = 1.

Définition 1.8. OPERATEUR DE REYNOLDS Soit p une représentation de G sur V. On définit 'opérateur
R € L(V,V) par la formule:

Ro= = S pls) € L(V.V)
|G| seG

On lappelle opérateur de Reynolds .

Théoréme 1.7. PROPRIETES DE L'OPERATEUR DE REYNOLDS Rg est un projecteur sur VE. En particulier :
(i) V¢ = Im(Rg) = Ker(Rg — Id)
(i) dimc(VY) = tr(Rg)

Définition 1.9. APPLICATION MOYENNEE Dans le cas de la représentation produit pyew sur L(V,W) de deux
représentations pl et p? respectivement sur V et W, pour f € L(V,W), on node f := Rg(f) € L(V,W), ce qui
correspond a ’application moyennée :

Proposition 1.8. APPLICATION AUX G-MORPHISMES Dans le cas de la représentation produit pygw sur
L(V,W) de deuz représentations p' et p* respectivement sur V. et W, pour f € LIV,W), on a:

dimc(Homag(V,W)) =tr(Rg) =€

Avec e = 41 si les deux représentations sont isomorphes, et 0 sinon. De plus, pour tout f € L(V,W), f est une
application G—invariante pour la représentation linéaire pygw, ie ¢’est un G-morphisme, f € Homg(V,W).



Définition 1.10. CARACTERES Soit p une représentation d’'un groupe G sur V de dimension n. On lui associe

son caractére x, défini par x,(s) = tr(p(s)) ou tr désigne la trace.

Proposition 1.9. PROPRIETES DES CARACTERES On a les propriétés suivantes :
(1) xp(1) =n
(ii) Vs € G, x,(s71) = x,(s).
(iii) V(s,t) € G%, x,(tst™") = x,(s) : on dit que X, est une fonction centrale sur G.

(tv) Si p se décompose en une somme directe de deux représentations py et pw, alors X, = Xvew

XPV + XPW .

(v) Si on note pygw la représentation produit sur L(V,W) de deux représentations py et pw, alors pygw =

XPV XPW .

Démonstration. (1) C’est évident car tr(Idy) = dim(V) = n.
(ii) Vient du fait que 'on peut prendre une matrice unitaire pour p(s) et de: x,(s™')

tr(p(s)) = tr(p(s))-
(iii) Vient du fait que V(A,B) € GL,(C), tr(BAB~!) = tr(A).

(iv) Si on note By une base de V' et By une base de W, la matrice de pygw(s) s’écrit dans la base B :=

By U By :

M(s) = (MVO(S) Mﬁ(s))

ou My (s) est la matrice de py (s) dans la base By et My (s) celle de pw (s) dans By. D’olt xvew(s) =

tr(M(s)) = tr(My(s)) + tr(Mw (s)) = xv(s) + xw(s).
(v) Provient du lemme suivant.

O

Lemme 1.10. Soit uw € L(W) et v € L(V) deux applications linéaires. On définit & € L(L(V),L(W)) par la

formule ®(f) =wo fowv, alors on a tr(®) = tr(u)tr(v).

Démonstration. On se donne des bases (e;)icr de V et (fj)jes de W, ainsi que les bases duales (e;);.; et

(f7)jes- On peut construire une base (F; ;)¢ jjerxs de L(V,W) par la formule:
Ve eV, F;j(x) = (ejx)fj e W
La base duale est ainsi définie par la propriété:

Vf € ‘C(‘/:W)v <F;:Jvf> = <f7*7f(61)>

On a donc:
(@)= Y (F;0(F;)= Y (ffuoF ()
(i,4)eIxJ (i,7)€IxJ
= Y (fraleve) ;) =Y (fulf))evle)) = tru)tr(v)
(i,4)€IxJ (1,7)€IXJ

Définition 1.11. PRODUITS HERMITIENS Si ¢ et 1 sont deux fonctions de G dans C, on pose:

1 I
(p¥) = @l > et)e(t)

teG

(.,.) est un produit hermitien sur ’espace vectoriel E des fonctions de G dans C.



Théoréme 1.11. RELATIONS D’ORTHOGONALITE Une famille de caractéres de représentations irréductibles
non deur d deux isomorphes forme une famille orthonormale de l’espace des fonctions de G dans C, ce qui
signifie :

— Si x est le caractére d’une représentation irréductible, on a (x,x) = 1.

— Six et x' sont deuz caracteres de représentations irréductibles non isomorphes, on a (x,x’) = 0.

Démonstration. Soient p; et po deux représentations de la famille considérée, respectivement sur des espaces
vectoriels V' et W. Avec la proposition on a donc: tr(Rg) = ¢, o € = 41 si les deux représentations sont
isomorphes (donc en fait égales), et 0 sinon. Or:

r(Re) = & 3 trlpvew)(s) = & 3 Xovou (9)

seG seG

Or on a vu & que xvew(s) = xv(s)xw(s), donc on a bien:

r(Ra) = & 3 X (shaw(s) = (xwow) = ¢
seG

O

Proposition 1.12. UNICITE DE LA DECOMPOSITION On suppose qu’une représentation p de G sur V est
décomposée en somme de représentations irréductibles V. =W, ® ... ® W,.. Alors si W est une représentation
irréductible de caractére xw, le nombre de fois que W intervient dans la décomposition (ie le nombre de W
isomorphes a W) est indépendant de la décomposition et vaut (x,,xw). Au final, si on choisit une famille
(Un,...,U,) de représentations deux d deux non isomorphes, on écrit de maniére unique V.=nW1®...®&n, W,

avec n; = (Xp,Xw:)-

Corollaire 1.13. Deux représentations sont isomorphes si et seulement si elles ont méme caractéres. De plus,
une représentation sur V de caractére xv est irréductible si et seulement si (xv,xv) =Y. n? = 1.

Remarque. En fait, on peut montrer que famille des xy, forme une base orthonormale de ’espace vectoriel des
fonctions centrale. Le nombre de W; est donc égal aux nombre de classes de conjugaisons dans G.

Référence: [Ser66, p.1][BR74, p.267]

Utilisation : (***14) (**,2) (*,0)

Mots clefs: action de groupe, groupes finis, caractéres, matrices semblables, sous-espaces stables, dimension,
produit hermitien, espace hermitien, sous groupes finis de SO(3).

100[ | Méthodes combinatoires, probléemes de dénombrement. Séries génératrices. Hoxx
101| | Groupe opérant sur un ensemble. Exemples et applications. HoAK
103| | Sous-groupes distingués, groupes quotients. Exemples et applications. HAk
104] | Groupes finis. Exemples et applications. HoAK
105| | Groupe des permutations d’un ensemble fini. Applications. HoAK
106| | Groupe linéaire d’un espace vectoriel de dimension finie E, sous-groupes de GL(E). Applications. HoAK
107| | Sous-groupes finis de O(2,R), de O(3,R). Applications. Hokok
118| | Dimension d’un espace vectoriel (on se limitera au cas de la dimension finie). Rang. Exemples et applications. | ***
119| | Matrices équivalentes. Matrices semblables. Applications. HAK
122 | Réduction d’un endomorphisme en dimension finie. Applications. roAk
123| | Sous-espaces stables d’'un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie. Applications. HoAK
126 | Endomorphismes remarquables d’un espace vectoriel hermitien de dimension finie. HAK
136| | Formes linéaires sur un espace vectoriel de dimension finie. Espace dual, orthogonalité. Applications. Horx
138| | Endomorphismes diagonalisables. HAK
105| | Groupe des permutations d’un ensemble fini. Applications. ok

**

144| | Utilisation des groupes en géométrie.




1.5 Action du groupe modulaire sur le demi plan de Poincarré

Référence : [Ale99, p.81]
Utilisation : (***6) (**,0) (*,0)
Mots clefs: actions de groupe, homographies, partie génératrice, réseaux.

101| | Groupe opérant sur un ensemble. Exemples et applications. HoAK
102[ | Sous-groupes discrets de R". Réseaux. oAk
130| | Homographies de la droite complexe. Applications. HoAk
131| | Applications des nombres complexes & la géométrie. HoAK
137| | Exemples de parties génératrices d’un groupe. HAK
144] | Utilisation des groupes en géométrie. ok

1.6 Etude du groupe circulaire

Référence : [Aud98, p.152]

Utilisation : (***1) (**,2) (*,0)

Mots clefs : homographies, droites et cercles, droite projective.
133| | Exemples de propriétés projectives et d’utilisation d’éléments & 'infini. HoAK
130 | Homographies de la droite complexe. Applications. ok
131| | Applications des nombres complexes a la géométrie. *x

1.7 Applications conformes de la droite projective complexe

Référence: [Car61, p.182]

Utilisation : (***4) (** 1) (*,0)

Mots clefs : homographies, angles, droite projective, fonctions holomorphes.
130| | Homographies de la droite complexe. Applications. oAk
132| | Utilisation des angles en géométrie. HoAK
133| | Exemples de propriétés projectives et d’utilisation d’éléments a l'infini. HoAK
143[ | Problémes d’angles et de distances. oAk
131| | Applications des nombres complexes a la géométrie. *k

1.8 Invariants de similitude, version algébrique

Référence : [Gou94al, p.219]

Utilisation : (***6) (**,0) (*,0)

Mots clefs : réduction d’endomorphismes, dualité, matrices semblables.
119| | Matrices équivalentes. Matrices semblables. Applications. ook
122| | Réduction d’un endomorphisme en dimension finie. Applications. HAK
123| | Sous-espaces stables d’un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie. Applications. HAk
136/ | Formes linéaires sur un espace vectoriel de dimension finie. Espace dual, orthogonalité. Applications. Hoxx
138| | Endomorphismes diagonalisables. HoAK

kkk

141 | Polynémes d’endomorphismes. Applications.

1.9 Invariants de similitude, version euclidienne

Référence : [Art91], p.450]
Utilisation : (***1) (**8) (*,0)

Mots clefs : réduction d’endomorphismes, dualité, modules, matrices semblables, division euclidienne.




120| | Opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes d’une matrice. Résolution d’un systéme d’équations | ***
linéaires. Applications.

102| | Sous-groupes discrets de R™. Réseaux. *ok
108| | Congruences dans Z/nZ, anneau Z/nZ. Applications. ok
119| | Matrices équivalentes. Matrices semblables. Applications. ok
122| | Réduction d’un endomorphisme en dimension finie. Applications. ok
123| | Sous-espaces stables d’'un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie. Applications. *x
137 | Exemples de parties génératrices d’'un groupe. ok
138| | Endomorphismes diagonalisables. *x
141| | Polynomes d’endomorphismes. Applications. *x

1.10 Etude topologique de SO(3) via les quaternions

Référence : [MTI7, p.125]

Utilisation : (% 4) (**.4) (*,0)

Mots clefs : inversion locale, quaternions, exponentielle, applications ouvertes, connexité.
125| | Endomorphismes remarquables d’un espace vectoriel euclidien de dimension finie. Hoxx
126 | Endomorphismes remarquables d’un espace vectoriel hermitien de dimension finie. HoAK
131| | Applications des nombres complexes a la géométrie. HoAK
139| | Exponentielle de matrices. Applications. K
130 | Homographies de la droite complexe. Applications. ok
133| | Exemples de propriétés projectives et d’utilisation d’éléments & I'infini. ok
141| | Polynomes d’endomorphismes. Applications. koK
144| | Utilisation des groupes en géométrie. ok

1.11 Champs équiprojectifs, application a la cinématique

Référence : [Gob95D, p.? (Chap.8)]

Utilisation: (¥**.1) (*¥,0) (*,0)

Mots clefs: vissage, produit vectoriel, isométries.

l 127] [ Isométries d’un espace affine euclidien de dimension finie. Formes réduites. Applications. [ HAK ‘

1.12 Existence de solution en programmation linéaire

Voici les principales étapes de ’exposé :

e On veut trouver utel que J(u) = infy J(v)ou J(v) = (a,w), avec pour le probleme original U = {v €
R™; Cv < d}. On transforme ce probleme en (P) : U = {v € R}; Cv = d}.

e On démontre la CNS d’éxistence de minimum: inf, J(v)‘co < (P)a une solution. On utilise le fait que

le cone positif engendré par les images de la base canonique par la matrice aC est fermé (cf. lemme de

Farkas-Minkowski ).

e On donne la CNS pour qu'un point de Usoit un sommet : on note C’les colonnes de C, et donc U = {v €
R >3 v;C7 = d}. On note I*(v) = {j = 1...n; v; # 0}. Le résultat important est que v € Uest un
sommet ssi les {C7} ¢+ (y)sont libres.

e Comme corollaire, si (P)admet une solution, alors au moins un sommet est solution. Se fait par récurrence
en diminuant la le nombre de colonne liées en se déplacant en ligne droite”.

e Enfin, on démontre que si Un’est pas vide, il possede au moins un sommet, ce qui conduit en fait a résoudre
le probléeme de minimisation de J(v,0) = >_;"; Uysur U = {(v,0) € R x R7*; Cv+}. SiUn’est pas vide,
le minimum, 0, est atteint par les (u,0); u € U, et un sommet de cet ensemble est bien un sommet de U.



Référence : [Cia90] p.230]
Utilisation : (***2) (**,2) (*,0)
Mots clefs: polyedre, rang de matrices, points extrémaux, convexité, algorithme du simplexe, algorithmes.

129| | Barycentres dans un espace affine réel de dimension finie ; convexité. Applications. HAK
136/ | Formes linéaires sur un espace vectoriel de dimension finie. Espace dual, orthogonalité. Applications. HoHk
100 | Méthodes combinatoires, problemes de dénombrement. Séries génératrices. *x
118| | Dimension d’un espace vectoriel (on se limitera au cas de la dimension finie). Rang. Exemples et applications. | **

1.13 Formes de Hankel et nombres de racines d’un polynéme

Référence : [Gan66l p.198]

Utilisation : (***1) (**4) (*,1)

Mots clefs : polynoéme, formes quadratiques, rang de matrices, relations de Newton.
124| | Formes quadratiques. Applications. HoAK
105| | Groupe des permutations d’un ensemble fini. Applications. ok
115/ | Algebre des polynémes & n indéterminées (n > 2). Polynémes symétriques. Applications. ok
116/ | Racines des polynémes & une indéterminée. Relations entre les coefficients et les racines d’un polynoéme. | **

Exemples et applications.
K

118| | Dimension d’un espace vectoriel (on se limitera au cas de la dimension finie). Rang. Exemples et applications.

112| | Corps des fractions rationnelles & une indéterminée sur un corps commutatif. Applications.

1.14 Quadriques et classes de similitudes

Définition 1.12. LES FORMES QUADRATIQUES ETUDIEES On identifie R* & £ = M(2,R). Le déterminant
a b

d
non dégénérée de signature (2,2). L’autre forme quadratique est définie par I(A) = tr(A42%) = a® + d? + 2bc.
C’est une forme quadratique non dégénérée de signature (3,1). Un autre cdne important est celui des matrices

impotentes, noté Cy,. On notera Cr;y = Chirp — {0}.

définit sur F une forme quadratique ¢(A) = ad — be, ot 'on a noté A = . C’est une forme quadratique

Proposition 1.14. ETUDE DE C(q) Le céne isotrope pointé C(q) — {0} de q est composé des matrices de rang

1. Un représentant de chaque classe peut étre donné par N = (8 é) ou par AP ou P = <(1) 8) , suivant que

la trace X est nulle ou pas. La matrice N correspond a la classe de similitude C}, .

L’équation de Uhyperplan tangent & C(q) en un point A est {X € E, tr(AX) = tr(A)tr(X)}. Cet hyperplan
coupe C(q) swivant deux plans Pi(A) et Py(A). Ces deuz plans se rencontrent suivant la génératrice de C(q)
issue de A.

Proposition 1.15. ETUDE DE P; ET P, Pour X € C(q), P1(X) est constitué des matrices ayant méme noyau
que X, et Po(X) des matrices ayant méme image que X.

Définition 1.13. HYPERPLANS AFFINES On note Hy = {A € E, tr(A) = 0}, qui est un hyperplan vectoriel
de E. On note Hg ’hyperplan des matrices symétriques.
Les hyperplans affines correspondants & Hy sont les H, = {A € E, tr(A) =a}.

Proposition 1.16. ETupE DE C(I) Pour A € C(1), I’hyperplan tangent en A a C(1) est 74y = H(A) = {X €
E, tr(AX)=0}.

Proposition 1.17. CONES ET HYPERPLANS Sur Hy, on a l= —2q et C(q) N Hy = C(I) N Hy = Cpisp-
De méme, C(q) N Hy est un vrai cone de R3. Par contre, on a C(I) N Hy = {0}.
Enfin, on a aussi C(q) N C(1) = Chip-

Proposition 1.18. OBTENTION DES HYPERBOLOIDES




e Poura € R, H,NC(q) est un hyperboloide a une nappe.
e Poura € R, H,NC(l) est un hyperboloide & deux nappes.

Proposition 1.19. ETUDE DE CERTAINS POLYNOMES Pour A € E on pose :
Hl(X) = det(A - XIQ) et HQ(X) = tT((A - XIQ)2)

Les racines (A1,A2) de Iy et (u1,u2) de My forment un carré, les diagonales joignant les racines du méme
polynome. En particulier :

e Les racines de 11y sont réelles si et seulement si celles de Il sont complexes conjuguées.

o Les racines de Iy sont réelles si et seulement si celles de 11, sont complexes conjuguées.

Théoréme 1.20. ETUDE DES CLASSES DE SIMILITUDE Soit A € E une matrice de valeurs propres a et [3.
e Si les valeurs propres sont réelles et distinctes, la classe de similitude de A est une hyperboloide a une
nappe.
e Si les valeurs propres sont complexes conjuguées et distinctes, la classe de similitude de A est une hyper-
boloide a deux nappes.
o Si les deuz valeurs sont égales et la matrice non scalaire, la classe de similitude est un vrai cone de R3
privé de son sommet.
e Si la matrice est scalaire, la classe de similitude est un point.
Référence : [Mne97, p.217]
Utilisation : (***2) (**,2) (*,0)
Mots clefs : matrices semblables, quadriques, cones, matrices nilpotentes.

119| | Matrices équivalentes. Matrices semblables. Applications. HAK
124| | Formes quadratiques. Applications. oK
128[ | Coniques. *x

**x

140 | Endomorphismes nilpotents.

1.15 Transformée de Fourier sur un groupe fini

Définition 1.14. DUAL D’UN GROUPE Soit GG un groupe fini. Par définition, un caractere y est un morphisme
du groupe G dans le groupe multiplicatif C*. On note G' 'ensemble des caractéres, et on I'appelle le dual de G.
G est un groupe pour la multiplication des applications, i.e. pour (xi1,x2) € G? on définit (x1x2)(z) =

X1(7)x2().

Proposition 1.21. Soit G un groupe fini de cardinal n. Les éléments de G sont en fait les morphismes de G
dans le groupe des racines niémes de 'unité.

Définition 1.15. On note E l’ensemble des fonctions de G dans C. C’est un espace vectoriel de dimension
n = Card(G) sur C. Sur E on définit un produit scalaire hermitien, pour (f,g) € E? par la formule:

(f.9) = fl@)g(x)
geG

Ou 7y désigne le conjugué de y.

27

Proposition 1.22. DANS LE CAS CYCLIQUE Soit G = Z/pZ. Soit w = e » . Tous les éléments de G sont alors
de la forme, pouri € {0,....,n—1}:
Xi:G—C*
2amix

x}—)(wl)xze P

OnaG~ é, et méme plus fort, car G forme une base orthogonale de E.
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Proposition 1.23. CAS GENERAL Soit G un groupe fini commutatif. Alors G est une base orthogonale de E.
On peut le voir via la décomposition des Z-modules (i.e. des groupes abéliens) :

G~Z/mZ x ...x7L]/p 7 (p1,...,pr) € (NF)"

ou alors en montrant que pour tout camctere sur un sous groupe H C G peut étre prolonger en un caractére de G,
ce qui induit la suite exacte : {1} — G/H — G — H — {1}ou la flecche G — H est le morphisme de restriction.
Ceci montre que |G| = ||HH||G/H||, et permet de démontrer par récurrence sur |G| que |G| = |G|

Remarque. Tout ceci est faux dans le cas non commutatif, comme le montre 1’étude du groupe symétrique S,,.
En effet, si on prend f; = (a,b) et fo = (¢,d) deux transpositions, soit alors une permutation g dans S, telle
que: g(a) =c, g(b) =d. On a: fo = gfig~* d’ou, si on note y un caractere:

x(f2) = x(gf197") = x(9)x(f1)x(9) " = x(f1)

Donc y est constante sur les transpositions, et comme x(fZ) = x(f1)> = 1 on a x(f;) = +1 ou x(f;) = —
Pour conclure, il suffit, si on prend une permutation quelconque f dans S,,, de la décomposer en produit de
transpositions, et on a donc seulement deux caracteres :

VfEG, xi(f) =1 et
xa(f) = (1))

Ou e désigne la signature. La solution pour contourner ce probleme de « manque » de caractére est de consi-
dérer des représentations de notre groupe ainsi que les caracteres de ces représentations (le dual est composé
uniquement des caracteres des représentations de dimension 1).

Référence: [Ser70, p.103][DMKT72l p.203][War71l, p.74][CLRI2, p.764][Dem97, p.93]

Utilisation : (***5) (**,2) (*,0)

Mots clefs: groupe fini, dualité, racines de I'unité, caracteres, produit hermitien, transformée de Fourier, al-
gorithmes, polyndmes, racines de ['unité.

103| | Sous-groupes distingués, groupes quotients. Exemples et applications. HAk
104] | Groupes finis. Exemples et applications. HoAk
108| | Congruences dans Z/nZ, anneau Z/nZ. Applications. HoAK
114] | Groupe des nombres complexes de module 1. Applications. HAk
137| | Exemples de parties génératrices d’'un groupe. roEk
126 | Endomorphismes remarquables d’un espace vectoriel hermitien de dimension finie. ok
136/ | Formes linéaires sur un espace vectoriel de dimension finie. Espace dual, orthogonalité. Applications. *x

1.16 Transformée de Fourier discrete

Référence : [Dem97, p.93][Mal00, p.41]

Utilisation : (***1) (**,1) (*,0)

Mots clefs : groupe fini, groupe cyclique, transformée de Fourier, algorithme FFT, équations aux dérivées par-

tielles, équation de Poisson, calcul des coefficients de Fourier.
114] | Groupe des nombres complexes de module 1. Applications. HAK

**

108| | Congruences dans Z/nZ, anneau Z/nZ. Applications.

1.17 Factorisation QR et méthode QR de recherche de valeurs propres

Référence : [Cia90| p.123]
Utilisation : (***,1) (**,1) (*,0)
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Mots clefs: opérations élémentaires, factorisation de matrices, valeurs propres, itérations, algorithmes.

142| | Exemples de décompositions remarquables dans le groupe linéaire. Applications. HAK
120 | Opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes d’une matrice. Résolution d’un systéeme d’équations | **
linéaires. Applications.
1.18 Décomposition de Jordan et applications
Référence:
Utilisation : (***1) (**,0) (*,0)
Mots clefs : dualité, sous-espaces stables, exponentielle de matrices, systemes différentiels linéaires.

l [ Endomorphismes nilpotents. [

kKK ‘

1.19 Programmation convexe

Voici les principales étapes de 'exposé :

Démonstration du lemme de Farkas: soient {ai,...,an}et n € Hun Hilbert. On a: {(a;,z) < 0; Vi =
.ny C{(bx) <0} b=>3"Na;, avec); >0.

Définition du cone des directions admissibles en un point w € U, on montre qu’il est fermé, et que si une

fonctionnelle Jadmet un minimum en u, alors Vo € u + C(u), J'(u)(v — u) > 0.

On se place dans le cas ot 'ouvert est défini par U = {v € V; Vi = 1...m, ¢;(v) < 0}. On note
I(u) = {i; p(u) = 0}et C*(u) = {w € V; Vi € I(u), (¢;(u),w) <0}. On a toujours C(U) C C*(u).

On donne une premiere définition de contraintes qualifiées: soit les varphi; pour i € I(u) sont affines,

soit il existe un point w € V' tel que ¢} (u)w < 0 (avec inégalité stricte dans le cas affine). Dans ce cadre,

ona C(U)=C*(u).

On peut alors énoncer le théoreme général de programmation non linéaire: si Jadmet un minimum en

uet que les contraintes y sont qualifiées, alors il existe A;(u) > Otels que J'(u) + 37,7,y Ai(w)¢'(u) = 0.

Dans le cas ou les contraintes sont convexes, on a une condition simple pour que les contraintes soient

qualifiées (indépendantes du point). Ou bien toutes les ¢;sont affines et Uest non vide. Ou bien Jw € Q D

Utel que p(w) < 0(avec inégalité stricte dans le cas affine).

Enfin, on énonce les relations de Kuhn et Tucker dans le cas des contraintes convexes, qui renforce sous

la forme d’'une CNS la relation déja énoncée pour la programmation non linéaire.

Référence : [Cia90l p.207]
Utilisation : (***,0) (**,1) (*,0)
Mots clefs : convexité, fonctions convexes, calcul différentiel, cone convexe, séparation des convexes.

l ‘ Barycentres dans un espace affine réel de dimension finie ; convexité. Applications. ‘ ok ‘

1.20 Théoreme de I’angle pivotant

Référence : [LB8S| p.69]

Utilisation : (***4) (**,0) (*,0)

Mots clefs : coniques, angles, regle et compas.
128[ | Coniques. roAE
132[ | Utilisation des angles en géométrie. oAk
134] | Constructions a la regle et au compas. Hokx
143| | Problémes d’angles et de distances. roAE
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1.21 Algorithme de Berlekamp

Référence : [Dem97, p.215][AB93, p.100][Mig89} p.262]
Utilisation : (***5) (**,1) (*,0)
Mots clefs: corps fini, polynémes irréductibles, algorithmes, rang de matrices.

109| | Nombres premiers. Applications. HoAK

111) | Corps finis. Applications. HAK

113[ | Polynomes irréductibles & une indéterminée. Corps de rupture. Exemples et applications. HoAk

116/ | Racines des polynomes & une indéterminée. Relations entre les coefficients et les racines d’un polynéme. | ***
Exemples et applications.

118 | Dimension d’un espace vectoriel (on se limitera au cas de la dimension finie). Rang. Exemples et applications. | ***

108| | Congruences dans Z/nZ, anneau Z/nZ. Applications. ok

1.22 Bases de Grobner

Voici les principales choses a dire sur ce sujet :

Ordre sur les monomes d’un polynémes, le monéme de téte noté LT (f). Algorithme de division, probléeme:
on n’obtient pas toujours de reste nuls pour les polynémes de 1’idéal !

Définition des bases de Grobner: {gi, ... ,gn} est une base de Grobner de U'idéal I ssi {LT(¢1),...,LT(gn)}
engendre LT'(I). Quand on divise par une base de Grobner, le reste est nul ssi le polyndme fait parti de
I’idéal. De plus on a unicité du reste.

Présentation de ’algorithme de Buchberger, via I'introduction du polynome-S :

(fiufo) = s [l = o f2
PETLT(R)T T IT(R)
ot z7 est le plus petit monoéme divisible par LT(f1) et LT(f2). Base de Grobner réduite.
Utilisation des bases de Grobner pour I’élimination. Si on prend I C k[xy,...,x,] un idéal dont G ==
{f1,...,ft} est une base de Grobner pour 'ordre lexical =, < ... < x,, alors pour k = 2...n, I’ensemble
G N klxg,...,o,] est une base de Grobner de I'idéal d’élimination I N k[xg,...,z,]. Le probleme est de

savoir si on peut "remonter”, i.e. si une solution du systéme I N k[z,] peut se relever en une solution du
systéme I N k[x,—1,2,], etc. La réponse est positive sur k = C (théoréme d’extension).

Applications des bases de Grébner. Par exemple, on peut montrer que la variété affine V(I) C C™ est
vide ssi I = Clxy,...,z,] ssi {1} est une base de Grobner réduite de I. Ceci permet de décider si un
graphe peut étre colorié avec 3 couleurs, en ajoutant 'équation z3 — 1 = 0 pour chaque sommet i (les
couleurs sont les racines cubiques de 1), et pour chaque arréte (i,j) 'équation =7 + T + x? = 0. On
peut aussi citer 'utilisation de bases de Grobner pour résoudre les équations polynomiales résultant de
la cinématique inverse pour les robots articulés.

Référence : [CLOI6 p.48][CSI7| p.1]
Utilisation : (***2) (**,0) (*,0)
Mots clefs: idéal, polynomes, algorithmes, équations polynomiales, élimination.

110

Idéaux d’un anneau commutatif unitaire. Exemples et applications.

KKk

115

Algebre des polynémes & n indéterminées (n > 2). Polynémes symétriques. Applications.

Fok ok

1.23 Codes correcteurs linéaires cycliques

Référence : [Dem97][PHSI| p.151][PWI5, p.1]
Utilisation : (***7) (**12) (*,0)
Mots clefs: polynome, idéal, dualité, réseau, dénombrement, cyclotomie, relations de Newton, division eucli-

dienne.
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100| | Méthodes combinatoires, problemes de dénombrement. Séries génératrices.

KKk

108| | Congruences dans Z/nZ, anneau Z/nZ. Applications. HoAK
109| | Nombres premiers. Applications. HAK
110| | Idéaux d’un anneau commutatif unitaire. Exemples et applications. HoAk
111| | Corps finis. Applications. HoAK
113| | Polynoémes irréductibles & une indéterminée. Corps de rupture. Exemples et applications. HAK
116 | Racines des polynomes & une indéterminée. Relations entre les coefficients et les racines d’un polynéme. | ***
Exemples et applications.
101| | Groupe opérant sur un ensemble. Exemples et applications. *x
102[ | Sous-groupes discrets de R™. Réseaux. *x
105| | Groupe des permutations d’un ensemble fini. Applications. ok
114| | Groupe des nombres complexes de module 1. Applications. ok
115/ | Algebre des polynémes & n indéterminées (n > 2). Polynémes symétriques. Applications. K
117 Equations diophantiennes du premier degré ax + by = c. Exemples d’équations diophantiennes de degré | **
supérieur.
118 | Dimension d’un espace vectoriel (on se limitera au cas de la dimension finie). Rang. Exemples et applications. | **
120 | Opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes d’une matrice. Résolution d’un systéme d’équations | **
linéaires. Applications.
123| | Sous-espaces stables d’'un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie. Applications. ok
133| | Exemples de propriétés projectives et d’utilisation d’éléments a I'infini. *x
136/ | Formes linéaires sur un espace vectoriel de dimension finie. Espace dual, orthogonalité. Applications. koK
137 | Exemples de parties génératrices d’'un groupe. ok
1.24 Sous groupes finis de SO(3)
Référence : [BR74]
Utilisation : (***1) (**,3) (*,0)
Mots clefs: groupes finis, isométries, action de groupe, équation aux classes.
107| | Sous-groupes finis de O(2,R), de O(3,R). Applications. roAE
100| | Méthodes combinatoires, probléemes de dénombrement. Séries génératrices. ok
101| | Groupe opérant sur un ensemble. Exemples et applications. *E
104] | Groupes finis. Exemples et applications. *k
1.25 2eme théoréme de Poncelet
Référence: [?]
Utilisation : (*%%.1) (**4) (*,0)
Mots clefs: racines de polyndéme, coniques, angles, regle et compas.
128[ | Coniques. roHk
116/ | Racines des polynémes & une indéterminée. Relations entre les coefficients et les racines d’un polynoéme. | **
Exemples et applications.
131| | Applications des nombres complexes a la géométrie. ok
132[ | Utilisation des angles en géométrie. ok
*x

143| | Problemes d’angles et de distances.

1.26 Nombres constructibles a la regle et au compas

Référence: [Car89l p.1]
Utilisation : (***1) (**,3) (*,3)
Mots clefs : extensions de corps, polynémes irréductibles, cyclotomie, régle et compas.
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134] | Constructions a la regle et au compas.

KKk

113| | Polynémes irréductibles & une indéterminée. Corps de rupture. Exemples et applications. ok
131| | Applications des nombres complexes a la géométrie. ok
143| | Problemes d’angles et de distances. ok
109 | Nombres premiers. Applications.
114] | Groupe des nombres complexes de module 1. Applications.
132| | Utilisation des angles en géométrie.
1.27 Courbes rationnelles
Référence : [Gob95a| [Per95] p.6)
Utilisation : (*** 4) (**,1) (*,0)
Mots clefs:
112| | Corps des fractions rationnelles & une indéterminée sur un corps commutatif. Applications. HAk
115| | Algebre des polynomes a n indéterminées (n > 2). Polynémes symétriques. Applications. roAE
117| | Equations diophantiennes du premier degré ax + by = c. Exemples d’équations diophantiennes de degré | ***
supérieur.
121[ | Déterminant. Applications. ook
110[ | Idéaux d’un anneau commutatif unitaire. Exemples et applications. ok
1.28 Corps finis et théoréeme de Chevalley
Référence : [Sam67, p.29]
Utilisation : (***,1) (**2) (*,0)
Mots clefs : corps finis, polynome.
117| | Equations diophantiennes du premier degré ax + by = c. Exemples d’équations diophantiennes de degré | ***
supérieur.
111) | Corps finis. Applications. *x
115| | Algebre des polynomes a n indéterminées (n > 2). Polynémes symétriques. Applications. koK
1.29 Groupes a parametres d’automorphismes
Référence : [Car97, p.142][MT97, p.63][Arn74, p.59]
Utilisation : (*¥*,1) (**,1) (*,0)
Mots clefs: groupes linéaire, calcul différentiel, convolution, équations différentielles, espace des flots.
139 | Exponentielle de matrices. Applications. Hork
**

106| | Groupe linéaire d’un espace vectoriel de dimension finie E, sous-groupes de GL(E). Applications.

1.30 Résultant et application a I’élimination

Soient f(X) =Y1",a; X't g(X) =Y., a; X*deux polynomes sur un corps K. Lorsque fet gpossédent un
facteur non trivial, ie. f = fihet g = g1h, I’équation :

uf +vg=0 avec deg(u) < deg(g) — 1 et deg(v) < deg(f)—1 (2)

possede les solutions u = giet v = — f;. Réciproquement, I'existence de solution nulle implique 'existence d’un
facteur commun non trivial. En projetant I’équation sur la base canonique de K,,[X] x K,,[X], lexistence
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de solution non nulle est équivalente a la nullité du déterminant :

am br,
Am—1 am bn—l bn
Qm—1 T bnf 1
Am by, (
3)
ag . Am—1 bo . bn_1
aop bo
aop bo

Définition 1.16. Le déterminant se nomme le résultant de fet get se note Resx(f,g).

Théoréme 1.24. PROPRIETES DU RESULTANT
(1) Resx(f,g9) = (=1)""Resx(g.f)
(i) Resx(f,bo) = by, pour by € K.
(ii3) Sideg(f) =m < n=deg(g), et si hest le reste de la division de gpar f, on a Resx(f,g) = al, ™ Resx (f,h).
(iv) Resx(f,g) = 0si et seulement si fet gont un facteur non trivial.
(v) Si f etg sécrivent:

f=a(X —a1)(.. ) (X — am) (4)
g="bo(X —B1)(-. )(X = Bn) (5)
alors on a:
Resx (f.9) = ap, [ [ 9(ci) = (=)™ o [T £3)) = ambi TT T (i = 85)
i=1 J=1 i=1j=1

Remarque. Si on se place dans la cloture algébrique K de K, alors I'écriture est toujours réalisée et on peut
appliquer (v).

Proposition 1.25. GENERALISATION Le résultant est un polynéme entier en les coefficient de f et g, i.e.
Resx(f,g9) € Z]ag, - . - sam,bo, - - - ;bym]. Ceci permet de le calculer dans un anneau A quelconque.

Si Uanneau A est intégre et factoriel, en utilisant le théoréme précédent dans le corps de fraction Frac(A), on
garde la propriété que f et g on un facteur commun non trivial si et seulement si Resx(f,g) = 0, ce qui est
équivalent a une racine commune dans une extension algébriquement close de A.

Remarque. La proposition [1.25| nous permet de traiter le cas des polynémes en plusieurs variables, i.e. si f €
K[Xq,...,X,], on utilise f € A[X,] avec A = K[X7,...,X,,_1] qui est inteégre et factoriel.

On souhaite éliminer la variable X, entre deux polynoémes f,g € K[X},...,X,], notés de la fagon suivante :
m .
f:Zsz;L f’beK[X177X7—l] fm?éo (6)
i=0
gzzgiXi 9 € K[X1,...,Xr—1] gn £ 0 (7)
i=0

Définition 1.17. IDEAL D’ELIMINATION Pour f € K[Xj,...,X,], on note f(aq,...,a,.) le polynome évalué en
(o1,...,00) €K . Onpose h = Resx, (f,g9) € K[X1,...,Xr_1]. Soit I = (f,g). On note I, = INK[X,... . X,_1].
C’est I'idéal d’élimination. En quelque sorte, 1'idéal I,. contient toutes les fagons d’éliminer la variable X, des
équations {f = 0,9 = 0}.
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Proposition 1.26. ELIMINATION On a h € I,.. Donc si (aq,...,q,) € K’ est un zéro commun de f etg, alors
h(aq,...,ar—1) = 0. Au final, le calcul de h conduit ¢ une équation en r — 1 variables.

—r—1
Théoréme 1.27. EXTENSION On suppose connu (au, ... ,0.—1) € K tels que h(aq,...,ar—1) = 0. Alors, si
on n’est pas dans l'un des cas suivants :

o Vie{0,...,m}, fi(ar,...,ar—1) =0
o Vie{0,...,n},gi(a1,...,ap—1) =0
o fn(al,...,ar—1) =gnla,...;n_1) =0
il existe a. € K tel que (a1, ... ,qp) soit un zéro commun & f et g.
Référence : [CLOYI6L p.147][CS97, p.25][Mig89, p.162]
Utilisation : (***,0) (**,3) (*,0)
Mots clefs : déterminant, polynomes, équations polynomiales, élimination.

115/ | Algebre des polynémes & n indéterminées (n > 2). Polynémes symétriques. Applications. *k
116 | Racines des polynéomes & une indéterminée. Relations entre les coefficients et les racines d’un polynéme. | **
Exemples et applications.
121| | Déterminant. Applications. Hok
1.31 Polynomes orthogonaux
Référence : [Dem96| p.51]
Utilisation : (*** 1) (**,0) (*,0)
Mots clefs : polyndmes orthogonaux, espace L2, polynéme de meilleure approximation.
l [ Polynoémes orthogonaux. Applications. [ Hork ‘
1.32 Forme réduite d’une application affine
Référence : [Aud98| p.23)
Utilisation : (***1) (**,0) (*,0)
Mots clefs: isométrie, espace affine.
l ‘ Isométries d’un espace affine euclidien de dimension finie. Formes réduites. Applications. ‘ roAE ‘

1.33 Méthodes de Gauss et polynéomes orthogonaux

Définition 1.18. ESPACE FONCTIONNEL Soit w :]a,3[— R’ une fonction continue telle que Vn, ff |z|"w(z)de <
00. On considere I'espace vectoriel F des fonctions de module carré intégrable pour le poids w(z), muni du pro-
duit scalaire:

B8
(f.9) = / f(@)g(@yw()dz

Théoréme 1.28. POLYNOMES ORTHOGONAUX Il eziste une unique suite {py tnen de polynémes unitaires deuz
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a deux orthogonaux pour (.,.). De plus, ces polyndmes sont donnés par la relation de récurrence :

pr(x) = (T — A\p)Pn—1(2) — pnpn—2(z) avec:

Ay = @pnrPor)
[Pa-11?
A
[Pa—2?

Enfin, p, a n racines simples distinctes dans |a,b|.

Théoréme 1.29. METHODE DE GAUSS On cherche une formule approchée de la forme :

Jé; l
/ f(z)w(z)dx ~ Z)\jf(zj) pour z; € [a,f]

=0

Il existe un choir et un seul des points x; et des poids \; de sorte que la méthode soit d’ordre N = 20 + 1. Les
points x; sont alors les racines du (I + 1)-iéme polynéme orthogonal pour le poids w sur o, 3.

Remarque. Les méthodes sont tres puissantes a la fois parce qu’elles ont un ordre élevé, mais aussi parcequ’elle
integrent directement un poids w qui peut par exemple présenter des singularités sur le bord de l'intervalle. La
seule restriction est de devoir calculer au préalable les racines des polynémes orthogonaux correspondants.

Remarque. EXPLICATION DE LA DEMARCHE Pour comprendre pourquoi est-ce que 'on est amené & choisir
les zéros des polyndomes orthogonaux comme points d’interpolation, il faut étudier de plus pres la formule
d’erreur correspondant a la méthode issue du choix de N + 1 points d’interpolation : Si on note Py le polynome

d’interpolation de f aux points zg < ... < zp, alors, on peut utiliser les différences divisées définies de la
maniere suivante :
flws] = f(s) (8)
fley, k] — flro, e
f[.’Eo,...7£L’k] — [ ] [ ) ) ] (9)
T — To

on a alors une expression du polynome d’interpolation de Lagrange :

n

pn(x) = Z flzo, ..., xg]mr(x) avec: (10)
k=1

me(x) = (x — xo)(x —x1) ... (x — zk) (11)
et surtout un résultat fondamental :

f(z) — Pn(z) = flzo, ... 2nz]mN(T) (12)
En effet, avec le théoreme de Rolle, ceci permet d’affirmer que:

f(N+1)(§£C) N
3, €lafl, f(x) — Pu(z) = WWN(I)’ d’ou (13)
B 1 B
B() = [ (@) = Pula)ds = gy [ 7O e (19

Tout ces calculs permettent, entre autre, de démontrer les vitesses de convergence pour les méthodes de Newton-
Cotes. Cependant, ils permettent aussi et surtout d’élaborer des méthodes plus performantes par la remarque
suivante: si le polynome 7y est tel que ff mn(t)dt = 0, alors, si on introduit un nouveau point de subdivision
Tn41, on peut exploiter la formule des différences divisées :

flzo, .. son,@] = flzo, .. ;N wN1] + (T — zn41) flzo, - - - TN, TN 41,T] (15)
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ce qui permet d’augmenter 'ordre de la méthode, grace a la formule:
B
E(N) = [ floo...oxaln(a)ds (16)
[0}
B
= / flwo, .. 2NN 41,2] TN 41 (2)d (17)

Maintenant, il suffit de remarquer que si I'on a pu choisir le point zy11 tel que ff mn+1(t)dt = 0, alors on
peut recommencer! Et jusqu'ou peut on aller? Et bien le choix optimal est celui tel que le polynéome 7
qui correspond aux choix des N + 1 premiers points (ceux qui détermine la méthode) soit orthogonaux aux
polyndmes "ajoutés”, ie les Hi‘;ﬁl (x — ;). Ceci signifie donc que notre polynéme 7y doit étre orthogonaux
aux plus possible d’espaces Enyj des polynomes de degré inférieur a n + k. Donc le choix optimal est celui des
polyndmes orthogonaux de Legendre, qui sont orthogonaux a tous les polynomes de degré inférieur a N. Bien
stir ce raisonnement marche aussi avec des intégrales comportant un poids w, ce qui conduit aux polynomes
orthogonaux pour le poids utilisé.

Référence : [Dem90, p.50 et 73]

Utilisation : (***,0) (**,1) (*,0)

Mots clefs : polynémes, intégration numérique, vitesse de convergence, algorithmes, singularités, méthodes de
quadratures.

l @l [ Polynomes orthogonaux. Applications. [

**‘

1.34 Fractions continues

Voici les principales choses a dire sur ce sujet:

— Qualité d’approximation d’un réel {par des rationnels: il existe une infinité de couples (p,q) € Z x N*tels
que |€ — §| < q%. comme utilisation des ce résultat, on peut citer le critere pour qu’un nombre impair soit
somme de deux carrés: il suffit qu’il soit congru a 1 modulo 4.

— Qualité d’approximation de nombre algébrique: soit {un nombre irrationnel algébrique de degrés nsur

Z. Alors pour tout estrictement positif, I'inégalité | — %\ < q,,/1+5 n’admet qu’un nombre fini de solutions

(p,q) € Z x N*. Ceci permet de construire les nombres de Liouville: ), ., a, qui sont transcendants
pour tout entier a. B

— On défini ensuite la notion de fraction réduite d’un nombre réel £, qui se dit d’une fraction réalisant, pour
tous les dénominateurs plus petits, la meilleure approximation. On donne les formules de récurrence pour
déterminer les réduites, ce qui abouti aux fractions continues.

— Comme application, on peut citer la résolution de I’équation de Pell: 22 — dy? = k. On utilise le résultat
suivant : I'équation 22 + dy? = £ladmet en plus de la solution (£1,0)une infinité de solutions (+x,,, =
Yn)avec T, >> 0,y, > 0. On note (z1,y1)la solution telle que x—i—y\/gsoit minimal. On a alors xn—i—yn\/a =
(z1+y1 \/&)”. De plus, le développement en fraction continue de v/dest périodique de période s, et le dernier
quotient de cette période est (x1,y1). Enfin, on a 22 + dy? = (—1)"*

Référence : [Gou94al, p.87]|[Dem97, p.180][Des86l p.9]
Utilisation : (***,0) (**,3) (*,0)
Mots clefs: approximation des nombres réels, algorithme d’Euclide, division euclidienne, équations diophan-

tiennes.
112| | Corps des fractions rationnelles & une indéterminée sur un corps commutatif. Applications. Hok
116| | Racines des polynémes & une indéterminée. Relations entre les coefficients et les racines d’un polynoéme. | **
Exemples et applications.
117| | Equations diophantiennes du premier degré ax + by = c¢. Exemples d’équations diophantiennes de degré | **
supérieur.
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1.35 Isométries du demi plan hyperbolique

Référence : [Ale99, p.182]
Utilisation : (***,0) (**,3) (*,0)
Mots clefs : homographies, isométrie, droite projective.

130 | Homographies de la droite complexe. Applications. ok
131| | Applications des nombres complexes a la géométrie. Hok
143| | Problemes d’angles et de distances. Hok

1.36 Etude de I’exponentielle de matrice

Référence: [MT97, p.57]

Utilisation : (***1) (**3) (*)1)

Mots clefs: groupe linéaire, inversion locale, matrices nilpotentes.
140| | Endomorphismes nilpotents. HAk
139| | Exponentielle de matrices. Applications. *k
140| | Endomorphismes nilpotents. ok
141| | Polynomes d’endomorphismes. Applications. ok
122| | Réduction d’un endomorphisme en dimension finie. Applications. *

1.37 Fonctions matricielles

Référence : [Gan66]

Utilisation : (***,0) (**,1) (*,2)

Mots clefs : interpolation, polynéme Lagrange.
139| | Exponentielle de matrices. Applications. Hok
122| | Réduction d’un endomorphisme en dimension finie. Applications.
141| | Polynémes d’endomorphismes. Applications.

1.38 Algorithmes gloutons sur un matroide pondéré

Référence : [CLRI2, p.338]

Utilisation : (***0) (**,1) (*,0)

Mots clefs : extémas, optimisation.

l [ Méthodes combinatoires, probléemes de dénombrement. Séries génératrices. [ *k ‘

1.39 Progammation linéaire et plus court chemin

Référence: [CLRI2, p.528]

Utilisation : (***,0) (**,0) (*,1)

Mots clefs : programmation linéaire, parcours de graphes, optimisation.

l ‘ Méthodes combinatoires, problémes de dénombrement. Séries génératrices. ‘ * ‘
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1.40 Théoréme du point fixe sur un treillis complet

Référence : [Dubs3l p.38]
Utilisation : (***,0) (**,0) (*,0)
Mots clefs: treillis, point fixe, suite récurrente, itérations.

[pas de legon l'utilisant]

1.41 Théoréme des zéros de Hilbert

Référence : [Gob95bl p.230][Per95, p.16]

Utilisation : (***3) (**,0) (*,0)

Mots clefs: polynomes, idéal, variétés algébriques, équations polynomiales, fractions rationnelles, dénombra-
bilité.

110| | Idéaux d’un anneau commutatif unitaire. Exemples et applications. HAk
112| | Corps des fractions rationnelles & une indéterminée sur un corps commutatif. Applications. Hoxx
115| | Algebre des polynémes & n indéterminées (n > 2). Polynémes symétriques. Applications. HoAK

1.42 Présentation du crytosysteme RSA

Référence : [Gou94al, p.35]

Utilisation : (***,0) (**,1) (*,0)

Mots clefs: nombres premiers, factorisation, algorithmes, corps finis.

l I@l [ Nombres premiers. Applications. [ Hok ‘

1.43 Quelques tests de primalité

Référence : [Gou94al, p.36][Mig89l p.83][Dem97, p.72]

Utilisation : (***,0) (**,1) (*,0)

Mots clefs : nombres premiers, corps finis, symbole de Legendre, algorithmes.

l l@l l Nombres premiers. Applications. l *ok ‘

1.44 Le théoréme de Tchebitcheff sur les nombres premiers

Référence : [Gou94al, p.43]

Utilisation : (***,0) (**,1) (*,0)

Mots clefs: nombres premiers, comportement asymptotique.

l I@l [ Nombres premiers. Applications. [ Hok ‘

1.45 Simplicité de PSL,(Z)

Référence: [Per90] p.?77]
Utilisation : (***1) (**,2) (*,0)
Mots clefs: partie génératrice, groupe linéaire.
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120 | Opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes d’une matrice. Résolution d’un systéme d’équations
linéaires. Applications.

KKk

103| | Sous-groupes distingués, groupes quotients. Exemples et applications. *ok
137 | Exemples de parties génératrices d’un groupe. ok
1.46 Base d’Auerbach
Référence : [ZQ95], p.160]
Utilisation : (***,0) (**,1) (*,0)
Mots clefs: déterminant, orthogonalité, optimisation, compacité.
l I&l [ Déterminant. Applications. [ Hok ‘
1.47 Algorithme LLL et factorisation de polynomes
Référence : [Mig89, p.318]
Utilisation : (***,0) (**,1) (*,0)
Mots clefs : polynoémes, algorithme, réseaux.
l Iml [ Sous-groupes discrets de R™. Réseaux. [ Hok ‘
1.48 Champs de forces conservatifs, exemple du double pendule
Référence: [Arn70]
Utilisation : (***,0) (**,1) (*,0)
Mots clefs: équations différentielles, formes quadratiques.
l ‘ Formes quadratiques. Applications. ‘ Hok ‘
1.49 Etude du mouvement des planéetes
Référence : [Arn76, p.39]
Utilisation : (***,0) (**,2) (*,0)
Mots clefs : équations différentielles, coniques, courbes.
124| | Formes quadratiques. Applications. Hok
128| | Coniques. Fk
1.50 Borne inférieure de I’'information
Référence : [CLR92]
Utilisation : (***,0) (**,1) (*,0)
Mots clefs: arbres binaires, combinatoire, algorithme.

l ‘ Méthodes combinatoires, probléemes de dénombrement. Séries génératrices.

[**]
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1.51 Séries génératrices, nombres de relations d’équivalences

Référence : [FGS90, p.518]
Utilisation : (***,0) (**,1) (*,0)
Mots clefs: combinatoire, séries entieres.

l [ Méthodes combinatoires, problemes de dénombrement. Séries génératrices. [ Hok ‘

1.52 Etude des polyedres réguliers

Référence : [Aud9s]
Utilisation : (***,0) (**,0) (*,0)
Mots clefs : combinatoire, convexité, équation aux classes, barycentre.

[pas de legon l'utilisant]

1.53 Etude de la croissance des groupes abéliens

Voici les principales choses a dire sur ce sujet:

— on commence par définir une relation d’équivalence sur les suites croissantes: f ~ g < J(A,N4) €
(N*)?,VN > Na, f(N) < g(AN) et g(N) < f(AN).

— Pour une partie génératrice Sd’un groupe abélien G, on note lg(z) = min{p > 1; I(s1,...,s,) €
SP tels que x = $1...8p}. On défini alors Gy = {z € G; lg(x) < N}et vs(N) = card(Gn), qui est
la fonction de croissance du groupe. On vérifie en effet que la classe de croissance (exponentielle, polyno-
miale ...) ne dépend pas de S.

— On donne les exemples de ZPqui est & croissance polynomiale d’ordre p, et de PSLo(Z)qui est & croissance
exponentielle.

— On parle de métrique des mots, définie par dg(x,y) = ls(xy~!), de graphe de Cayley (un arc est
présent entre deux éléments z,ydu groupe dés que zy~—! € S9), et de séries génératrices associbes:

f(@) =3 vs(n)z".
Référence : [Ale99, p.90]
Utilisation : (***,0) (**,2) (*,0)
Mots clefs: groupes, combinatoire, comportement asymptotique, plan hyperbolique, parties génératrices.

100 | Méthodes combinatoires, probléemes de dénombrement. Séries génératrices. *k
137 | Exemples de parties génératrices d’'un groupe. Hok
1.54 Idéaux fermés de C(E)
Référence : [Gob95al, p.77]
Utilisation : (***,0) (**,1) (*,0)
Mots clefs : idéaux, topologie, compacité.

l ‘ Idéaux d’un anneau commutatif unitaire. Exemples et applications. ‘ ok ‘

1.55 Dualité entre les compacts, application aux polyedres

Référence : [Gob95D)]
Utilisation : (***,0) (**,2) (*,0)
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Mots clefs: dualité, polyedres.

129| | Barycentres dans un espace affine réel de dimension finie ; convexité. Applications. Hok
136[ | Formes linéaires sur un espace vectoriel de dimension finie. Espace dual, orthogonalité. Applications. *ok

1.56 Théorie de Galois et résolubilité

Référence : [Goz97]

Utilisation : (***,0) (**,4) (*,0)

Mots clefs: groupes finis, groupes symétrique, polynome, racines de polynoémes.
103| | Sous-groupes distingués, groupes quotients. Exemples et applications. ok
105| | Groupe des permutations d’un ensemble fini. Applications. Hok
113| | Polynoémes irréductibles & une indéterminée. Corps de rupture. Exemples et applications. *ok
116/ | Racines des polynomes & une indéterminée. Relations entre les coefficients et les racines d’un polynéme. | **

Exemples et applications.

1.57 Groupes de pavage

Référence: [7]

Utilisation : (***,0) (**,4) (*,0)

Mots clefs: groupes, isométries, action de groupe.
107| | Sous-groupes finis de O(2,R), de O(3,R). Applications. Hok
127| | Isométries d’un espace affine euclidien de dimension finie. Formes réduites. Applications. Hox
132| | Utilisation des angles en géométrie. Hok
143[ | Problemes d’angles et de distances. ok

1.58 Théoréme de Dirichlet, version faible

Référence : [Goz97]

Utilisation : (***,0) (**,2) (*,0)

Mots clefs: congruence, nombres premiers, cyclotomie.
109| | Nombres premiers. Applications. Hok
114] | Groupe des nombres complexes de module 1. Applications. Hok

1.59 Critére de Routh

Théoréme 1.30. CRITERE DE ROUTH Soit f(z) = ppz™ + ...+ p12 + po un polynéme a coefficient réels avec

po > 0. Pouri € {1,...,n} on considére les déterminants de taille i :
41 Do 0 0 ... 0
p3 P2 D1 0 ... 0
Ds D4 D3 p2 ... O
Di(f) =] " . . ) .
P2i—1 P2i-2 P2i-3 P2i-4 : bi

ot l'on a posé p; = 0 si i > n. Alors toutes les racines de f sont de partie réelle strictement négatives si et

seulement siVi € {1,...,n}, D;(f) > 0.
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Référence : [Mig89, p.223][Gan66l p.167]
Utilisation : (***,0) (**,1) (*,0)
Mots clefs: polynoémes, racines de polynomes, localisation, équations différentielles.

116 | Racines des polynémes & une indéterminée. Relations entre les coefficients et les racines d’un polynéme. | **
Exemples et applications.
1.60 Théoréeme de Fermat pour n=3 ou pour n=2/n=4
Référence : [Sam67]
Utilisation : (***,0) (**,1) (*,0)
Mots clefs : polynomes, racines de polynoémes, équations diophantiennes.
117| | Equations diophantiennes du premier degré ax + by = c. Exemples d’équations diophantiennes de degré | **
supérieur.
1.61 Etude topologique d’ensembles de matrices de rang fixé
Référence : [Leb96]
Utilisation : (***,0) (**,1) (*)1)
Mots clefs: rang, calcul différentiel.
118| | Dimension d’un espace vectoriel (on se limitera au cas de la dimension finie). Rang. Exemples et applications. | **
121| | Déterminant. Applications. *
1.62 Etude projective des quadriques
Référence : [Mne97]
Utilisation : (***,0) (**,2) (*,0)
Mots clefs : quadriques, espace projectif.
124| | Formes quadratiques. Applications. Hok
133| | Exemples de propriétés projectives et d’utilisation d’éléments & 'infini. *k
1.63 Théoreme de Cartan Von-Neumann
Référence : [MTI7, p.64]
Utilisation : (***,0) (**,2) (*,0)
Mots clefs : racines de polyndéme, coniques, inversion locale, exponentielle.
106| | Groupe linéaire d’un espace vectoriel de dimension finie E, sous-groupes de GL(E). Applications. *k
139| | Exponentielle de matrices. Applications. Hok
1.64 Classification des homographies de R*
Référence : [Sid98]
Utilisation : (***,0) (**,2) (*,0)
Mots clefs : homographies, espaces projectifs, réduction des endomorphismes, sous-espaces stables.
122| | Réduction d’un endomorphisme en dimension finie. Applications. Hok
kk

123| | Sous-espaces stables d’'un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie. Applications.
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1.65 Etude des suites homographiques

Référence : [Vid01l p.59]
Utilisation : (***,0) (**,0) (*,1)
Mots clefs : homographies, itérations.

l [ Homographies de la droite complexe. Applications. [ * ‘

1.66 Suites de Sturm

Référence: [Cia90, p.121][Gan66l p.10][Mig89, p.203]
Utilisation : (***,0) (**,1) (*,0)
Mots clefs: racines de polynomes, polynémes, algorithmes, localisation.

116| | Racines des polynémes & une indéterminée. Relations entre les coefficients et les racines d’un polynoéme. | **

Exemples et applications.

1.67 Formule de Hadamard

Référence: [7]
Utilisation : (***,0) (**,1) (*,0)
Mots clefs : déterminant.

l lﬁl l Déterminant. Applications. l Hox ‘

1.68 Décomposition de Bruhat

Référence : [MT97]
Utilisation : (***1) (**,0) (*,0)
Mots clefs: décomposition.

l ‘ Exemples de décompositions remarquables dans le groupe linéaire. Applications. ‘ HoAK ‘

1.69 Sous groupes algébriques de GL(FE), mesure de Haar et point fixe de Kakutani

Référence: [Ale99]
Utilisation : (***,0) (**,1) (*,0)
Mots clefs: point fixe, groupe linéaire.

| | Groupe linéaire d’un espace vectoriel de dimension finie E, sous-groupes de GL(E). Applications. [ ** ]
1.70 Suite de Fibonacci et division euclidienne

Référence : [Dem97, p.25]

Utilisation : (***,0) (**,1) (*,0)

Mots clefs : suites récurrentes, complexité, algorithmes.

l ‘ Méthodes combinatoires, problémes de dénombrement. Séries génératrices. ‘ Hok ‘
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1.71 Enveloppe convexe de O(n)

Référence: [ZQ95], p.201]
Utilisation : (***0) (**,4) (*,0)
Mots clefs : séparation des convexes, enveloppe convexe, compacité, décomposition polaire.

125 | Endomorphismes remarquables d’un espace vectoriel euclidien de dimension finie. ok
129| | Barycentres dans un espace affine réel de dimension finie ; convexité. Applications. Hok
136[ | Formes linéaires sur un espace vectoriel de dimension finie. Espace dual, orthogonalité. Applications. *k
142| | Exemples de décompositions remarquables dans le groupe linéaire. Applications. ok

1.72 Approximation diophantienne dans R"

Référence : [Des80), p.48]

Utilisation : (***,0) (**,2) (*,0)

Mots clefs : réseau, théoreme de Minkowski, formes linéaires.
102| | Sous-groupes discrets de R™. Réseaux. Hok
136/ | Formes linéaires sur un espace vectoriel de dimension finie. Espace dual, orthogonalité. Applications. Hox

1.73 Théoréeme de Muntz

Référence : [Gou94bl p.286][Rud87, p.361]

Utilisation : (***,0) (**,1) (*,0)

Mots clefs : matrices, déterminant, projection, espaces denses.

l I&l [ Déterminant. Applications. [ Hok ‘

1.74 La fonction p de Weierstrass

Référence : [Zis90, p.199]

Utilisation : (***1) (**,0) (*,0)

Mots clefs : fonctions méromorphes, équation différentielle, série de fonctions.

| | Sous-groupes discrets de R". Réseaux. [ *¥]

1.75 Forme quadratique de Lyapunov

Référence: [Arn74, p.199][GT96)

Utilisation : (***,0) (**,1) (*,0)

Mots clefs : forme quadratique, équations différentielles.

l 124 [ Formes quadratiques. Applications.

[**]

1.76 Lemme de Morse

Référence : [Gou94bl p.230]
Utilisation : (***,0) (**,1) (*,0)
Mots clefs: forme quadratique, calcul différentiel.
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l [ Formes quadratiques. Applications. [ Hok ‘

1.77 Le théoreme des nombres premiers

Référence : [Tos99, p.1129]

Utilisation : (***,0) (**,1) (*,0)

Mots clefs: nombres premiers, transformée de Laplace, transformée de Fourier, fonction (, intégrales dépen-
dant d’'un parametre, développement asymptotique.

[ |109] | Nombres premiers. Applications. [ ** ]

1.78 Méthodes de projection pour les équations intégrales

Référence : [Kre99, p.100]
Utilisation : (***,0) (**,0) (*,0)
Mots clefs : dimension finie, espaces complets, opérateurs compacts, méthodes de quadrature.

[pas de lecon I'utilisant]

1.79 Méthode de Nystrom de résolution des équations intégrales

Référence : [Kre99, p.100]

Utilisation : (***,0) (**,1) (*,0)

Mots clefs: théoreme d’Ascoli, équi-continuité, dimension finie, espaces complets, opérateurs compacts, mé-
thodes de quadrature, approximation, projection.

[|135] | Polynomes orthogonaux. Applications. [ ** ]

1.80 Polynomes orthogonaux et bases hilbertiennes

Référence: [7]
Utilisation : (***1) (**,0) (*,0)
Mots clefs : polynoémes orthogonaux, transformée de Fourier, fonctions holomorphes.

l m [ Polynomes orthogonaux. Applications. [ HoAK ‘
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2 Liste des lecons

2.101 Meéthodes combinatoires, problemes de dénombrement. Séries génératrices.

1 - Méthodes combinatoires classiques en algebre et analyse:

Séries génératrices et développements limités[FGS90] [Application pour la détermination du nombre de relations
d’équivalence]

Combinatoire des polyedres[BY95| p.149]

Croissance des groupes abéliens [Citer les graphes de Cayley et la série génératrice associée]

2 - Dénombrement et code correcteurs:

Présentation des codes linéaires cycliques [parler de la borne de Singleton]
Dénombrement, polynoémes énumérateurs [parler des codes parfaits]
Codes BCH, décodage [parler de la distance apparente]

3 - Actions de groupes:

L’équation aux classes [Applications pour les sous groupes finis de SO(3)]
Groupes simples[Per96| [Utilisation des formules de Sylow]
Représentation linéaires des groupes finis

4 - Optimisation combinatoire:

Présentation de la programmation linéaire
CNS de minimum

Algorithme du simplexe [parler de linitialisation]

4] | Représentation linéaire des groupes finis

FF ok

23| | Codes correcteurs linéaires cycliques [polynomes énumérateurs, borne de Singleton, distance apparente des
codes BCH]

k%K 3k

2.102 Groupe opérant sur un ensemble. Exemples et applications.

1 - Définition et premier exemples:

Généralités [stabilisateurs, orbites, équations auz classes]

Exemple de I'action de S,, sur un espace vectoriel [théoréme de Brauer]

Exemples d’actions géométriques [les groupes finis de SO(3)]

Anneau des polynémes invariants, polynoémes symétriques, application|[CLO96| p.306]
2 - Autour de PSL2(Z):

Présentation [les homographies, le plan hyperbolique]

L’action sur le demi-plan de Poincarré [génération du groupe, pavage et classification des réseauz)
Groupe d’automorphisme d’un code correcteur QR complété & Uinfini [utilisé la génération de PSL(2,7)]

3 - Représentation linéaire des groupes finis:

Définitions [représentations somme, irréductible, adjointe]

Représentation invariante, applications aux polynémes invariants[CLO96| p.306]

Lemme de Schur, relation d’orthogonalité entre les caracteres [définir les caractéres, le produit scalaire]
Représentation des groupes classiques [groupe diédrale, groupe du carré]

Application au probléme de la simplicité du groupe
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4] | Représentation linéaire des groupes finis [faire un paragraphe sur les représentations linéaire, le lemme de
Schur)]

%3k 3k

5| | Action du groupe modulaire sur le demi plan de Poincarré HoAk
2.103 Sous-groupes discrets de R". Réseaux.
1 - Approximation diophantienne dans R™:
Théoreme de Minkowski et applications[Des86l, p.49] [application auz valeurs de fl sur Z|
Sous groupes discrets, denses, réseaux [faire le théoréme de décomposition d’un réseau)
Approximation diophantienne de formes linéaires
2 - Etude algébrique:
Z-modules et base adaptée[Art91l p.457] [expliquer géométriguement le changement de base]
Classification des réseaux de R? via I'action de PSLz(Z)
3 - Applications a I’analyse et a I’algebre:
Fonction elliptique et fonction p de Weierstrass. [calculer les résidus sur un pavé]
Réseau d’un code correcteur [présenter bri¢vement les codes cycliques]
|ﬂ| La fonction p de Weierstrass Horx
Action du groupe modulaire sur le demi plan de Poincarré [insister sur la classification des réseauz] oAk
2.104 Sous-groupes distingués, groupes quotients. Exemples et applications.
1 - Définition et premiers exemples:
Définitions[Per96l p.77]
Exemples d’utilisation [ezemple de la récurrence de lorthogonalité de caractéres]
2 - Le probleme de la simplicité:
Définition et quelques exemples
Groupes de Sylow
Etude de PSL,(K)
3 - Le probleme de la résolubilité:
Définitions [groupe dérivé, commutateur]
Etude de la résolubilité de A,
Application & la résolution d’équations par radicaux
4 - Applications des représentations linéaires:
Définition d’une représentation
Caracteres, premiéres propriétés et lien avec les sous-groupes distingués
Lecture des sous-groupes distingués sur la table des caracteres
|B| Transformée de Fourier sur un groupe fini [utilisation d’un quotient pour faire une récurrence] Horx
FEE

Représentation linéaire des groupes finis [application & U'étude de la simplicité du groupe]

2.105 Groupes finis. Exemples et applications.

1 - Quelques exemples:

Le cas simple: les groupes monogenes Z/pZ [donner des exemples de réalisation]

Le cas abélien : théoréme de structure [donner une application au groupe multiplicatif d’un corps fini, puis le théoréme
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de Chevalley)
Exemple de non commutativité : sous-groupes finis de SO(3), groupe symétrique S,

2 - Transformée de Fourier sur un groupe fini:

Dual d’un groupe [parler du bidual]

Relation d’orthogonalité, transformée de Fourier

Approche via le théoréme de structure [ezpliquer le lien avec la transformée de Fourier multidimensionnelle]
Transformée de Fourier discrete, convolution

Et dans le cas non commutatif? Le cas infini? Lien avec la transformée discrete, la transformée classique

3 - Représentation linéaire des groupes finis:

Définitions [représentations somme, irréductible, adjointe]
Lemme de Schur, relation d’orthogonalité entre les caracteéres [définir les caractéres, le produit scalaire]
Représentation des groupes classiques [groupe diédrale, groupe du carré]

Application a ’étude de la simplicité du groupe

15( | Transformée de Fourier sur un groupe fini HAK

ook

Représentation linéaire des groupes finis [faire un paragraphe sur les représentations linéaire]

2.106 Groupe des permutations d’un ensemble fini. Applications.

1 - Définitions, premieéres propriétés:

Définitions [décomposition en cycles, transpositions, signatures]
Polynoémes symétriques [décomposition en polynomes élémentaire, relation de Newton)
Résolubilité et application a la résolution par radicaux

2 - Autour de la représentation réguliere:

Définition d’une représentation linéaire [donner l’action de Sy, sur un ev]
Représentation par permutation, représentation réguliere
Théoreme de Brauer [donner les 4 preuves]
Caracteres et relations d’orthogonalité [dire qu’on a méme une BON des fonctions centrales)
Décomposition de la représentation réguliere
Exemple du groupe du cube, S4
3 - Applications:
Formes de Hankel et nombres de racines réelles d’un polynéme [ezpliquer qu’on utilise les relations de Newton]
Présentation des codes correcteurs cycliques

Automorphismes d’un code QR complété [action de PSL(2,Z) par permutation)

3| | Théoréme de Brauer Frk

*F ok

4| | Représentation linéaire des groupes finis [étude de Si]

2.107 Groupe linéaire d’un espace vectoriel de dimension finie £, sous-groupes de
GL(E). Applications.

1 - Généralités:
Définitions, sous-groupes importants[Per96] p.2]
Etude de PSL,(K) [simplicité, résolubilité]
Relation de similitude [citer le théoréme des invariants de similitudes]

Représentation réguliere [théoréme de Brauer]
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2 - Etude topologique:

Etude des sous groupes compacts [donner le théoréme, ses trois démonstrations, parler de mesure de Haar]
Exponentielle de matrice

Sous groupes a 1 parameétre

Etude des sous-groupes fermés [théoréme de Cartan-Von Neumann)

3 - Représentation linéaire des groupes finis:

Définitions [représentations somme, irréductible, adjointe, théoréme de Brauer)
Lemme de Schur, relation d’orthogonalité entre les caractéres [définir les caractéres, le produit scalaire]
Représentation des groupes classiques [groupe diédrale, groupe du carré]

Application a la simplicité

1| | Sous groupes compacts de GL(E) [faire un paragraphe sur les deux preuves]

K3k 3k

4] | Représentation linéaire des groupes finis [faire un paragraphe sur les représentations linéaire]

k3kk

2.108 Sous-groupes finis de O(2,R), de O(3,R). Applications.

1 - Etude de I’action de O(2,R) et O(3,R):
Action de O(2,R)
Les angles
Action de O(3,R)

2 - Classification des sous groupes:

Sous groupes de O(2,R) [groupes diédrauz]
Sous groupes de O(3,R)
Polyedres et groupes polyédrique

3 - Représentation linéaire des groupes finis:

Définitions [représentations somme, irréductible, adjointe]
Lemme de Schur, relation d’orthogonalité entre les caracteéres [définir les caractéres, le produit scalaire]

Représentation des groupes classiques [groupe diédrale, groupe du carré]

Sous groupes finis de SO(3)

ook

Représentation linéaire des groupes finis [expliciter les représentations des groupes diédrauz, etc.]

k%K

2.109 Congruences dans Z/nZ, anneau Z/nZ. Applications.

1 - Généralités:
Z/nZ, o(n), racines de 'unité
Congruence dans Z[Dem97), p.137]
Structure des groupes abéliens finis[Art91] p.471]
Cyclotomie modulo n

2 - Transformée de Fourier sur un groupe fini:

Dual d’un groupe [parler du bidual]
Relation d’orthogonalité, transformée de Fourier

Approche via le théoréme de structure [ezpliquer le lien avec la transformée de Fourier multidimensionnelle]

La transformée de Fourier discrete, Palgorithme de la FFT [citer des applications : multiplication de polyndme, simu-

lation de fluides]

Application & la résolution de I’équation de Poisson par différences finies
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3 -

Codes correcteurs:

Présentation des codes cycliques
Codes BCH : présentation, décodage

code QR : propriété, groupe d’automorphisme du code complété

15( | Transformée de Fourier sur un groupe fini [insister sur [’aspect Z-module] Hokx

23| | Codes correcteurs linéaires cycliques [cyclotomie, décodage des codes BCH]| oAk

2.110 Nombres premiers. Applications.

1 - Généralités, premiéres applications:

2 -

Définition, premieres propriétés[Dem97]
Quelques tests de primalité [insister sur lutilisation des résidus quadratiques]
Application : crypto systeme RSA

Corps finis et applications aux les codes correcteurs:

Généralités sur les corps finis

Factorisation de polynomes sur les corps finis [algorithme de Berlekamp. Faire le paralléle factorisation sur les corps

finis / dans Z]

3-

Présentation des codes cycliques
Codes BCH : présentation, décodage
code QR : propriété, groupe d’automorphisme du code complété

Théorie analytique des nombres:

La fonction ¢ [formule d’Euler, prolongement]
Un théoréme taubérien [ezpliquer la formulation en terme de séries de Dirichlet]

Le théoreme sur les nombres premiers

21| | Algorithme de Berlekamp A

23| | Codes correcteurs linéaires cycliques [cyclotomie, décodage des codes BCH]| ok

2.111 Idéaux d’un anneau commutatif unitaire. Exemples et applications.

1-

Généralité et mise en situation:

Définition et premiers exemples [idéauz principauz, quotientage, théoréme de correspondance, idéauzx premiers/mazimauz)
Idéaux et arithmétique [PGCD, PPCM]

Idéaux et variétés algébriques [notation, théoréme de la base de Hilbert]

Polynomes invariants et idéal des relations

Anneaux de polyndémes, application aux bases de Grobner:

Algorithme de division

Idéaux de mondmes

Théoreme de la base de Hilbert
Bases de Grobner

Applications a I’élimination

Courbes algébriques:

Idéaux et variétés
Théoreme des zéros

Courbes algébriques rationnelles
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4 - Codes correcteurs cycliques:

Présentation des codes cycliques
Cyclotomie modulo n
Codes BCH : présentation et décodage

22| | Bases de Grobner Hokx
23| | Codes correcteurs linéaires cycliques [idéal d’un code cyclique, décodage des BCH | oAk
41| | Théoreme des zéros de Hilbert oAk

2.112 Corps finis. Applications.

1 - Généralités:
Structure des corps finis[Dem97, p.195] [corps premier, structure, automorphisme, construction]
Groupe multiplicatif, théoréme de Chevalley [utilisation du théoréme de structure de groups abélien finis|

2 - Polynoémes sur un corps fini:

Le théoreme de Chevalley
Cyclotomie sur un corps fini
Algorithme de Berlekamp

3 - Les codes correcteurs:

Présentation des codes cycliques

Codes BCH : présentation et décodage

Codes QR
21| | Algorithme de Berlekamp A
23| | Codes correcteurs linéaires cycliques [cyclotomie, décodage des BCH] ok

2.113 Corps des fractions rationnelles a une indéterminée sur un corps commu-
tatif. Applications.

1 - Généralités:
Définitions [corps de fractions, degré, dérivation, représentation irréductible]
Décomposition en éléments simples
Applications [Gauss-Lucas, relations de Newton, calcul de dérivées et primitives]

2 - Paramétrisation rationnelle de courbes:

Courbes rationnelles [définition, intersection de courbes planes, paramétrisation des coniques|
Utilisation du résultant
Courbes de Bezier et NURBS

3 - Un peu d’analyse:

Homographies
Transformation de Joukowsky et fluides incompressibles

Interpolation rationnelle

27| | Courbes rationnelles kK

41| | Théoreéme des zéros de Hilbert ol
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2.114 Polynoémes irréductibles a une indéterminée. Corps de rupture. Exemples
et applications.

1 - Généralités, premiers exemples:

Irréductibilité [définition, irréductibilité sur Frac(A), contenu, lemme de Gauss]
Criteres [Fisenstein, réduction, critere dans R]

Corps de rupture, de décomposition

Applications en théorie de Galois[Goz97]

Application aux nombres constructibles

2 - Polynoémes sur un corps fini:

Définition des corps finis [corps de décomposition de X9 — X]|

Algorithme de Berlekamp

Polynomes irréductibles sur un corps fini[Dem97, p.207] [décomposition, dénombrement]
Cyclotomie sur un corps finis

3 - Les codes correcteurs:

Présentation des codes cycliques
Codes BCH : présentation et décodage
Codes QR

21{ | Algorithme de Berlekamp ok

ok

23| | Codes correcteurs linéaires cycliques [corps cyclotomiques, décodage des BCH]

2.115 Groupe des nombres complexes de module 1. Applications.

1 - Généralités:

Racines de l'unités, définition de 7[Rud87]

Exponentielle complexe[Rud87]

Angle, mesure d’un angle[Aud98g]|

Sous groupes de SO(2)

Autour du cercle {|z| = 1} [paramétrisation rationnelle, triplets pythagoriciens]
2 - Cyclotomie:

Polynomes cyclotomiques [définition, application au théoréme de Wederburn]

Cyclotomie modulo n

Application aux codes correcteurs [codes BCH]

3 - Transformée de Fourier sur un groupe abélien fini:

Définition du dual d’un groupe

Quelques groupes infinis [cas du tore et de la droite]

Le cas des groupes finis

Etude a l'aide du théoreme de structure

Quelques mots sur les représentations [recherche de sous groupes distingués]

4 - Application au traitement du signal:

Transformée de Fourier discrete
Algorithme FFT
Applications [convolutions, multiplications de polyndmes, résolution de l’équation de la chaleur, calcul de coefficients

de Fourier|

35



15

Transformée de Fourier sur un groupe fini [étude algébrique]

k%k3k

16

Transformée de Fourier discréte [utilisation de la FFT, application & l’équation de Poisson)|

ook

2.116 Algebre des polynémes a n indéterminées (n > 2). Polynémes symétriques.

Applications.

1 - Généralités:

Structure des algebres de polynémes [théoréme de la base de Hilbert, factorialité]
Polynomes symétriques, sommes de Newton
Polynomes invariants[CLO96, p.306] [idéal des relations, opérateur de Reynolds]

Applications : formes de Hankel et nombre de racines réelles

2 - Ensembles algébriques:

Définitions et notations

Quelques exemples

Courbes rationnelles

3 - Résultant et élimination:

Résultant de Sylvester, formulation de Bezout
Exemples d’applications [intersection de surfaces, calcul d’équations implicites, nombres algébriques|

Introduction au résultant en plusieurs variables

4 - Bases de Grobner:

Ordre sur les mondmes, algorithme de division [ezpliquer les probléme du reste]
Bases de Grobner : définition et premieres propriétés
Algorithme de calcul [expliquer les propriétés du poynéme-S)|

Quelques applications [coloriage de graphes et cinématique inverse]

41| | Théoreéme des zéros de Hilbert o

22| | Bases de Grobner FHk

27| | Courbes rationnelles YT
2.117 Racines des polyndomes a une indéterminée. Relations entre les coefficients

et les racines d’un polynome. Exemples et applications.

1 - Généralités:

Structure de K[X], relation coefficients racines, sommes de Newton [application au théoréme de Cayley-Hamilton]

Application : formes de Hankel, nombre de racines réelles

Les cas simple des corps finis [algorithme de Berlekamp]

2 - Probleme de localisation:

Localisation grossiére[Mig89| p.154]

Suites de Sturm

Un algorithme efficace: méthode de Laguerre

Application : recherche des zéros des polyndémes orthogonaux, application aux méthodes de gauss
Un probleme classique : stabilité des systémes dynamiques [critére de Routh]

Recherche de zéros communs : résultant et discriminant [ezpliquer le lien avec le PGCD]

3 - Théorie des corps, cyclotomie. Application aux codes correcteurs:

Corps de rupture et de décomposition

Cyclotomie modulo p
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Présentation des codes cycliques

Codes BCH : présentation et décodage [utilisation des relations coefficients racines et division euclidienne]

23| | Codes correcteurs linéaires cycliques [racines primitives, diviseurs cyclotomiques, code BCH (expliquer | ***
Vutilisation des relation C/R))
21| | Algorithme de Berlekamp |[faire un paragraphe sur les corps finis| Horx
2.118 Equations diophantiennes du premier degré azx + by = c. Exemples d’équa-

tions diophantiennes de degré supérieur.

1 - PGCD, PPCM et équations diophantiennes du ler degrés:

Algorithme de calcul du PGCD, complexité[Dem97, p.19]

Interprétation dans le cadre des anneaux euclidiens et factoriels

Application aux équations diophantiennes

2 - Courbes et équations diophantiennes:

Courbes rationnelles, définitions

Paramétrisation rationnelle des coniques

Triplet pythagoriciens

Sur les corps finis: théoreme de Chevalley

3 - Approximations diophantiennes:

Approximations diophantiennes et fractions continues

Application aux sommes de deux carrés

Application a I’équation de Pell

4 - Application aux codes correcteurs:

Présentation des codes cycliques

Cyclotomie modulo p

Codes BCH : présentation et décodage

27| | Courbes rationnelles [insister sur les triplets pythagoriciens] oAk
28| | Corps finis et théoreme de Chevalley ok
2.119 Dimension d’un espace vectoriel (on se limitera au cas de la dimension

finie). Rang. Exemples et applications.

1 - Généralités, premieres applications:

Définitions [rang, déterminant extrait]

Application : détermination du nombre de racines réelles [formes de Hankel]

Algorithme de Berlekamp

2 - Codes correcteurs:

Présentation des codes cycliques

Cyclotomie modulo p

Codes BCH : présentation et décodage

3 - Programmation linéaire:

Présentation de la programmation linéaire

CNS de minimum

Algorithme du simplexe [parler de linitialisation)
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4 - Représentation linéaire des groupes finis:

Définitions [représentations somme, irréductible, adjointe]

Lemme de Schur, relation d’orthogonalité entre les caractéres [définir les caractéres, le produit scalaire]

Représentation des groupes classiques [groupe diédrale, groupe du carré]

b1l

Algorithme de Berlekamp [insister sur lutilisation du rang|

k%k3k

Représentation linéaire des groupes finis [faire un paragraphe sur les représentations linéaire]

ook

2.120

Matrices équivalentes. Matrices semblables. Applications.

1 - Définition, réduction, premiers exemples:

Généralités [relation de similitude, changement de base, réduction selon le rang]

Action de S, sur un espace vectoriel [théoréme de Brauer]

Trigonalisation, diagonalisation[RDO79, p.294]

tie]

Une vision géométrique: quadriques et classes de similitude

2 - Invariants de similitudes:

Approche algébriques, dualité [ezpliquer en quoi ¢a résout le probléme de similitude]

Modules de type fini sur un anneau euclidien[Art91] p.451] [réduction de matrice, base adaptée, invariants]

Applications aux réseaux et aux générateurs/relations

Algorithme de calcul des invariants de similitude

Application aux systémes différentiels linéaires [réduction de Jordan et calcul de 'exponentielle]

3 - Décompositions matricielles et applications:

Méthode de Gauss, décomposition LU et de Cholesky

Décomposition QR [ezpliquer les matrices de Householder]

Méthode QR et recherche de valeurs propres

4 - Représentation linéaire des groupes finis:

Définitions [représentations somme, irréductible, adjointe]

Représentation par permutation, représentation réguliere [application au théoréme de Brauer]

Lemme de Schur, relation d’orthogonalité entre les caractéres [définir les caractéres, le produit scalaire]

Représentation des groupes classiques [groupe diédrale, groupe du carré]

Diagonalisation des endomorphismes symétriques, applications [lignes de courbures, azes des coniques, matrice d’iner-

3] | Théoréme de Brauer ok
4| | Représentation linéaire des groupes finis [parler de représentations équivalentes| Ak
14| | Quadriques et classes de similitudes ok
Invariants de similitude, version algébrique oAk

2.121

Opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes d’une matrice. Réso-
lution d’un systeme d’équations linéaires. Applications.

1 - Généralités:

Opérations élémentaires sur un anneau euclidien[Gob95a] [matrices associées|
Application a I’étude de PSL,(K)[Per96| [étude de la simplicité]

2 - Autour des invariants de similitude:

Modules de type fini sur un anneau euclidien[Art91l p.451] [réduction de matrice, base adaptée, invariants]
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Applications aux réseaux et aux générateurs,/relations

Algorithme de calcul des invariants de similitude [ezpliguer la relation entre K[X]-modules et applications linéaires)

Application aux systémes différentiels linéaires [réduction de Jordan et calcul de Uezponentielle]

3 - Algorithmes numériques:

Méthode de Gauss, décomposition LUA et de Cholesky[Cia90l p.71]

Décomposition QR [expliquer les matrices de Householder]

Méthode QR et recherche de valeurs propres

Invariants de similitude, version euclidienne

ook

Fr
5]

Simplicité de PSLy(Z)

*F ok

2.122

Déterminant. Applications.

1 - Généralités:

Définitions [mineurs principauz]

Méthodes de Kramer [c’est un outil théorique]

Application : ensemble de matrices de rang fixé

2 - Outils théoriques:

olynéme caractéristique, réduction d’endomorphisme
Poly téristique, réduct d’end ph

Optimisation du déterminant [sous groupes compacts (ellipsoides de John), base d’Auerbach]

Calcul de projections [matrices de Gram, théoréme de Muntz]

3 - Outil calculatoire : le résultant:

Résultant de Sylvester, propriétés, utilisation dans le cas de plusieurs variables

Théorie de lélimination [théoréme d’extension, interprétation géométrique]

Exemples d’applications [intersection de surfaces, calcul d’équations implicites, nombres algébriques]

Résolution de systémes polynomiaux [ezemple de la cinématique inverse]

2

Sous groupes compacts de GL(E), utilisation des ellipsoides de volume minimal [insister sur le raport
volume/déterminant]

FF ok

B

Courbes rationnelles [utilisation du résultant pour intersection de courbes planes, théoréme d’extension)

FF ok

2.123

Réduction d’un endomorphisme en dimension finie. Applications.

1 - Diagonalisation, trigonalisation:

Définitions[RDOT9] p.394] [espaces propres, polyndéme caractéristique, polyndme minimal]

Trigonalisation, diagonalisation

Espaces caractéristiques, décomposition de Dunford, de Jordan

2 - Applications:
Topologie de M, (C)[MT97, p.14] [densité de GL,(C), xaB = XBA|

Théoréme de Brauer [dans ce cas, on a une réponse simple au probléme]

Calcul des puissance d’une matrice [suites récurrentes]

Calcul de I'exponentielle d’une matrice, résolution de systéme différentiels linéaires[Art91l p.481]

3 - Autour des invariants de similitude:

Etude algébrique

K[X]-modules, approche algorithmique

Application au probléme de similitude

39




4 - Représentations linéaires:

Représentations irréductibles

Caracteres [insister sur le fait que les matrices de représentation sont diagonalisables]

Application a la simplicité

8

Invariants de similitude, version algébrique

k3kk

4

Représentation linéaire des groupes finis [parler de représentations équivalentes, la simplicité]

*Fok

2.124 Sous-espaces stables d’un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimen-

sion finie. Applications.

1 - Réduction des endomorphismes:

Sous espaces propres, trigonalisation, diagonalisation

Sous espaces caractéristiques, réduction de Dunford, de Jordan [application auz systémes différentiels linéaires]

Le langage des K[X]-modules, les invariants de similitude [expliquer la traduction des sous modules]

2 - Représentation linéaire des groupes finis:

Définitions [insister sur lirréductibilité, la somme de représentations]

Lemme de Schur, relation d’orthogonalité entre les caractéres [définir les caractéres, le produit scalaire]

Représentation des groupes classiques [groupe diédrale, groupe du carré]

Application a la simplicité

3 - Codes correcteurs cycliques:

Présentation des codes cycliques [expliquer que l’on retrouve la notion de stabilité, d’idéauz)

Automorphismes d’un code [les codes sont les sous-espaces stables des endomorphismes]

Automorphismes des codes QR complétés

8

Invariants de similitude, version algébrique

*Fok

4]

Représentation linéaire des groupes finis [parler de représentations irréductibles]

FF ok

2.125

Formes quadratiques. Applications.

1 - Généralités:

Définitions [formes quadratique, orthogonalité, dégénérescence)

Bases orthogonales, orthogonalisation [présenter le résultat d’orthogonalisation simultanée]

Classification des formes quadratiques [sur R, C et les corps finis]

2 - Coniques et quadriques:

Définition, quadriques projective, classification

Le mouvement des planetes

Quadriques comme sous ensembles matriciels

3 - Applications:

Calcul différentiel [CNS d’extremum, lemme de Morse, direction de courbures]

Cinématique du solide [énergie cinétique, aze d’inertie]

Nombre de racines d’un polynéme [formes de Hankel]

13

Formes de Hankel et nombres de racines d’un polynome

kkk

14

Quadriques et classes de similitudes

ook
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2.126 Endomorphismes remarquables d’un espace vectoriel euclidien de dimen-
sion finie.

1 - Généralités:
Le groupe orthogonal[Per96| [Aud98| [étudier la génération, la simplicité de PSO(n)]
Endomorphismes symétriques|RDOT9L p.36] [adjoints, diagonalisation, réduction simultanée]
2 - Etude topologique des sous groupes de GL,(R):

Décomposition polaires et applications[MT97, p.18] [enveloppe conveze de O(n), homéomorphisme]
Exponentielle [homéomorphisme résultant|

Les sous groupes compacts : étude géométrique [construction de point fize]

Ellipsoide de John

3 - Les rotations de ’espace de dimension 3:

Les quaternions [ezpliquer 'utilisation de PSU(2)]
Rotation et homographies [expliquer la projection stéréographique, les homographies isométriques|
Etude de l'isomorphisme SO(3) ~ PSU(2) [introduire [’ezponentielle]

Sous groupes compacts de GL(E) *okok
Etude topologique de SO(3) via les quaternions K

2.127 Endomorphismes remarquables d’un espace vectoriel hermitien de dimen-
sion finie.

1 - Généralités:
Le groupe unitaire
Endomorphismes auto-adjoints, endomorphismes unitaires, normaux
Décomposition polaires et applications

2 - Les rotations de ’espace de dimension 3:

L’exponentielle de matrice [ezponentielle d’une matrice anti-symétrique, lien avec les rotations]
Les quaternions [ezpliquer utilisation de PSU(2)]

Rotation et homographies [ezpliquer la projection stéréographique, les homographies isométriques]
Etude de l'isomorphisme SO(3) ~ PSU(2) [introduire I’exponentielle]

3 - Transformée de Fourier sur un groupe fini:

Espace hermitien des fonctions de G dans C
Caracteres, transformée de Fourier
Le cas non commutatif, représentation linéaire de groupe [intervention de C dans le lemme de Schur, représentations

unitaires|

10| | Etude topologique de SO(3) via les quaternions oAk

4 | Représentation linéaire des groupes finis [insister sur les représentation unitaires, et sur le fait qu’on a un | ***

produit scalaire hermitien]

2.128 Isométries d’un espace affine euclidien de dimension finie. Formes réduites.
Applications.

1 - Généralités:
Définitions[Aud98, p.15] [applications affines, décomposition]

Propriétés, décomposition d’'une isométrie
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Exemples [symétries, translations]
Barycentre [expliquer ’espace universel]
Structures des isométries, déplacements [décomposition en produit de réflexions]

2 - Géométrie plane:

Angles orientés

Classification des isométries planes

Similitudes

Inversions, groupe circulaire [conservation des droites et des cercles|
3 - Applications:

Groupes de pavages

Champs équiprojectifs [expliquer les utilisations en physique]

11{ | Champs équiprojectifs, application a la cinématique K

32| | Forme réduite d’une application affine oAk

2.129 Coniques.

1 - Généralités:
Définition bifocale et équations[Aud98| p.179]
Coniques et angles [propriétés optiques, théoréme de l’angle pivotant]

2 - Coniques projectives:

Coniques propre, homogénéisée[Aud98| p.185]
Classification
3 - Applications:
Mouvement des planetes
Coniques et racines de polynomes [petit théoréme de Poncelet]

Paramétrisation rationnelle, courbes de bézier rationnelles

20| | Théoreme de ’angle pivotant ook

25| | 2eme théoreme de Poncelet HokK

2.130 Barycentres dans un espace affine réel de dimension finie; convexité. Ap-
plications.

1 - Généralités:

Barycentres[Gob95a, p.35] [parler de ’espace universel]

Utilisation : sous-groupes compacts de GL, (R)

Barycentres et régionnement

Convexité, enveloppe convexe, points extrémaux [donner [’exemple de ’enveloppe conveze de O(n)]
2 - Polyedres:

Définitions et premiéres propriétés [demi-espaces, facettes]

Combinatoire[BY95] p.149]

Dualité

Algorithmes [recherche d’enveloppes convezes]

3 - Programmation linéaire et programmation convexe:

Programmation convexe et relation de Kuhn et Tucker[Cia90) p.202] [insister sur le lemme de Farkas-Minkowski]
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Problémes de programmation linéaire [donner un exemple]

Existence de solution en programmation linéaire

Sous groupes compacts de GL(E) roEx
Existence de solution en programmation linéaire oAk
2.131 Homographies de la droite complexe. Applications.
1 - Généralités:
Droite projective
Homographies[Aud98| [définition, birapport]
Application : suites homographiques
2 - Propriétés des homographies:
Groupe circulaire, conservation des droites et des cercles
Transformation conformes de P*(C)
Isométries du plan hyperbolique
3 - Utilisation des homographies:
Action de PSL2(Z) sur le demi-plan de Poincarré [insister sur les applications|
Etude de SO(3) via les quaternions, via les homographies [ezpliquer la projection stéréographique]
Automorphisme d’un code QR complété
5| | Action du groupe modulaire sur le demi plan de Poincarré HoAk
7| | Applications conformes de la droite projective complexe korx
2.132 Applications des nombres complexes a la géométrie.
1 - Les plan complexe, la droite projective:
Nombre complexes et isométries
Nombres complexes et constructions a la regle et au compas
La droite projective et les homographies [expliquer la projection stéréographique]
2 - Propriétés géométriques des homographies:
Conservation des droites et des cercles
Transformation conformes de P*(C)
Isométries du plan hyperbolique
3 - Utilisation des homographies et des transformations holomorphes:
Action de PSLy(Z) sur le demi-plan de Poincarré [insister sur les applications géométriques|
Etude de SO(3) via les quaternions, via les homographies
Fluides incompressibles [transformation i (z + 1/2)]
EL Action du groupe modulaire sur le demi plan de Poincarré oAk
EF

Etude topologique de SO(3) via les quaternions

2.133 Utilisation des angles en géométrie.

1 - Généralités:

Notion d’angle en dimension 2 [groupe du cercle, SO(2)]
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En dimension supérieure
Un exemple historique: la trisection d’un angle[Car89]

2 - Angles et coniques:

Définition par cercles des coniques

Propriétés ”optiques” des coniques [théoréme de ’angle pivotant]

Généralisation : caustique d’une courbe [exemple de la caustique d’un cercle, résolution avec le résultant]
Coniques et racines de polynomes [2e théoréme de Poncelet]

3 - Applications conformes:

Droite projective et homographies
Applications conformes de P'(C)

Application aux fluides incompressibles et irrotationnels

m Théoréme de ’angle pivotant roEE

Applications conformes de la droite projective complexe oAk

2.134 Exemples de propriétés projectives et d’utilisation d’éléments a I’infini.

1 - Généralités:

Espaces projectifs

Dualité [faire une liste de propriétés duales, et les théorémes de Papus et Desargues|

Quadriques projectives|[Aud98|, p.185] [notion de quadrique propres, classification en dimension 2 et 3]
2 - Droite projective et homographies:

Définition

Conservation des droites et des cercles
Transformation conformes de P*(C)
3 - Applications:
Etude topologique de SO(3)
Code correcteur QR complété a l'infini

Fluides incompressible [utilisation de singularité en l'infini]

6| | Etude du groupe circulaire ok

*Fok

7| | Applications conformes de la droite projective complexe

2.135 Constructions a la regle et au compas.

1 - Quelques figures élémentaires:

Dans le triangle
Construction élémentaires [a utiliser pour la construction du corps des nombres constructibles]
Courbes de Bezier: algorithme de subdivision

2 - Coniques et angles:

Définition bifocales des coniques

Définition avec cercles des coniques

Propriétés “optiques” des coniques [théoréme de l’angle pivotant]
Dualité pour une conique

3 - Etude algébrique:

Extension de corps [corps de rupture, extension]
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Nombre constructibles a la régle et au compas
Polygones constructibles

La construction au compas seulement

26| | Nombres constructibles & la regle et au compas ok

20| | Théoreme de l'angle pivotant [insister sur la caractérisation de la tangence| ok

2.136 Polynémes orthogonaux. Applications.

1 - Généralités:
Définitions
Propriétés
Exemples classiques
Bases hilbertiennes de polynémes orthogonaux

2 - Méthodes de quadrature numérique:

Définition, exemples [méthodes de Newton-Cotes]
Formule de I'erreur, probleme de choix des points d’interpolation
Méthode de Gauss [donner les exemples classiques, expliquer les avantages|

3 - Application aux équations intégrales:

Position du probleme
Méthode Nystrom [écrire le systéme linéaire résultant]

Equation du transport lumineux: probléme de singularité [mettre en avant lutilisation de méthodes intégrant la

singularité]
31| | Polynémes orthogonaux oAk
80| | Polynomes orthogonaux et bases hilbertiennes ok

2.137 Formes linéaires sur un espace vectoriel de dimension finie. Espace dual,
orthogonalité. Applications.

1 - Généralité:
Définition [dualité, crochet, base duale, bidual]
Dualité et orthogonalité [matrice adjointe, sous espaces stables|
Dualité projective [théorémes de Desargues, Papus]

2 - Approche géométrique:

Séparation des compacts [Application : enveloppe conveze de O(n))

Dualité entre les polyedres [dualité vecteurs/hyperplans]

Dualité pour une quadrique

Programmation linéaire [ezpliquer le lemme de Farkas, ainsi que lidée de lalgorithme du simpleze]
3 - Applications:

Codes linéaires [décodage par syndrome]

Interpolation Lagrange

Représentations linéaires [représentations duales et des morphismes]

8| | Invariants de similitude, version algébrique Ak
4] | Représentation linéaire des groupes finis HAk
12 | Existence de solution en programmation linéaire oAk
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2.138 Exemples de parties génératrices d’un groupe.

1 - Généralités:
Définitions [groupes cycliques, groupes monogénes, groupes finis|
Modules sur un anneau euclidien, bases adaptées, applications aux réseaux
Structure des groupes abéliens
Application & la transformée de Fourier [expliquer le rapport avec la TFD multidimensionnelle]

2 - Quelques exemples classiques:

Groupe symétrique [génération, simplicité]
Groupe linéaire [transvections, simplicité de PSLy(K)]
Les isométries[Aud98]

3 - Autour du groupe modulaire:

Action sur le demi plan de Poincarré
Génération
Application aux codes correcteurs QR

4 - Etude de croissance de groupes:

Types de croissance
Exemples [pour PSLy(Z), expliquer lutilisation de la génération par (S,T)]

Métrique associées, graphes de Cayley

5| | Action du groupe modulaire sur le demi plan de Poincarré [insister sur les applications (codes QR, réseauz, | ***
pavage)]
[15] [ Transformée de Fourier sur un groupe fini [utilisation le théoréme de structure] ook

2.139 Endomorphismes diagonalisables.

1 - Réduction d’endomorphismes:

Espaces propres, polynoémes caractéristique
Trigonalisation, diagonalisation

Espaces caractéristiques, décomposition de Dunford
Endomorphismes symétriques

2 - Invariants de similitude, étude algébrique:

Preuve par dualité

Application au probléeme de similitude
Décomposition de Jordan

Application aux systémes différentiels linéaires[Art97]

3 - Invariants de similitude, version euclidienne:

Diagonalisation des matrices sur un anneau euclidien
Applications aux réseaux et aux générateurs/relations

Langage des K[X]-modules, liens avec les invariants de similitude
Algorithme de calcul des invariants

4 - Représentations linaires:

Définitions
Caracteres, sous-groupes distingués

Utilisation de la table des caracteres

46



8 | Invariants de similitude, version algébrique K
4] | Représentation linéaire des groupes finis [application a la simplicité du groupe] oAk
2.140 Exponentielle de matrices. Applications.
1 - Généralités:
Définition
Propriétés
Fonctions matricielles
2 - Etude des systemes différentiels linéaires:
Systémes a coefficients constants
Le cas général
Réduction de Jordan et application au calcul de I’exponentielle[Art91] p.381]
Sous groupes & parametres
3 - Etude topologique:
Homéomorphismes résultants
Quaternions et étude de SO(3) [expliqué l’isomorphisme inverse fourni par ’ezponentielle]
Etude des sous groupes de GL,(R) [théoréme de Cartan-Von Neumann, pas de sous-groupes de taille petite]
10| | Etude topologique de SO(3) via les quaternions roEx
29| | Groupes a parametres d’automorphismes Ak
2.141 Endomorphismes nilpotents.
1 - Réduction matricielle:
Définitions [espaces propres, polynéme caractéristique, minimal]
Sous-espaces caractéristiques, décomposition de Dunford
Décomposition de Jordan
2 - Exponentielle de matrice:
Calcul explicite[Art91], p.381]
Résolution de systémes différentiels linéaires
Inversion de I’exponentielle
3 - Orbites de nilpotence:
Définition[Mne97]
Tableau de Young
18| | Décomposition de Jordan et applications Ak
EF

36| | Etude de 'exponentielle de matrice [homéomorphisme des nilpotent sur les idempotent]

2.142 Polynémes d’endomorphismes. Applications.

1 - Réductions des endomorphismes:

Polynome caractéristique [espace propres, valeurs propres]
Polynéme minimal, diagonalisation

Espaces caractéristiques, décomposition de Dunford
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Application : le théoreme de Brauer

2 - Les invariants de similitude:

Approche algébrique
Théoreme de structure, approche algorithmique des invariants
Application au probléme de similitude

3 - Exponentielle de matrices:

Définition, premiéres propriétés

Fonctions matricielles

Réduction de Jordan: calcul effectif
Application : résolution de systémes linaires
Application : étude de SO(3)

3| | Théoréme de Brauer

K

8| | Invariants de similitude, version algébrique

*Fok

2.143 Exemples de décompositions remarquables dans le groupe linéaire. Appli-

cations.

1 - Transvections et groupe spécial linéaire:
Définitions|[Per96] [les transvections, PSL(2,K)]
Génération de PSL(2,K)

Simplicité, résolubilité

2 - Décomposition polaire et de Bruhat:

La décomposition polaire[MT97] [homéomorphisme résultant]
Applications [enveloppe conveze de O(n)]
La décomposition de Bruhat
3 - Algorithmes numériques:
Méthode de Gauss, décomposition LUA et de Cholesky[Cia90]

Décomposition QR [ezpliquer les matrices de Householder]

Méthode QR et recherche de valeurs propres

17| | Factorisation QR et méthode QR de recherche de valeurs propres

kk3k

68 | Décomposition de Bruhat

ook

2.144 Problemes d’angles et de distances.

1 - Généralités:
Définitions [isomélries, angles en dimension 2 et plus]
Figures élémentaires [propriétés du triangles]
Nombres constructibles & la régle et au compas [quadrature du cercle et trisection d’un angle]

2 - Coniques et angles:

Définition par foyer/directrice

Définitions par cercles

Propriétés "optiques” des coniques [théoréme de l’angle pivotant, de Poncelet]
Dualité pour une conique

3 - Application conforme:
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Définition
Application conforme de P'(C), lien avec le groupe de Moébius

Utilisation pour les fluides incompressibles et irrotationnels

Applications conformes de la droite projective complexe oAk
Théoréme de I’angle pivotant ook
2.145 Utilisation des groupes en géométrie.
1 - Généralités, actions de groupes:
Définitions, premiers exemples
Géométries vectorielle et affine
Groupes de pavages
2 - Autour des isométries:
Isométries et angles
Isométries et polyedres
Rotations et quaternions
3 - Représentation linéaire des groupes finis:
Définitions [représentations somme, irréductible, adjointe]
Lemme de Schur, relation d’orthogonalité entre les caractéres [définir les caractéres, le produit scalaire]
Etude de quelques groupes géométriques classiques [groupe diédrale, groupe du carré]
4 - Autour du groupe modulaire:
La droite projective et les homographies [conservation des droites et des cercles]
Application conformes de P*(C)
Action de PSL2(Z) sur le demi plan de Poincarré [ezpliquer les applications]
1| | Sous groupes compacts de GL(E) kokx
5| | Action du groupe modulaire sur le demi plan de Poincarré oAk
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